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1. Ââåäåíèå

Âîçíèêíîâåíèå çàäà÷è. Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü
ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ
êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå.

Âïåðâûå çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íà ôèêñèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ïîäíÿë À. Ãðîòåíäèê. Îí
ðàñêëàññèôèöèðîâàë âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé, äîêàçàâ, ÷òî âñÿêîå òàêîå ðàññëîåíèå ðàñùåïëÿåòñÿ â
ñóììó ëèíåéíûõ ([15], Chapter 1, �2, Theorem 2.1.1.).

Òåîðåìà (Ãðîòåíäèê). Êàæäîå ãîëîìîðôíîå r -ðàññëîåíèå E
íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 ïðåäñòàâèìî â âèäå

E = OP1(a1)⊕ ...⊕OP1(ar),

ãäå a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ ar - îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå öåëûå ÷èñëà.

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà Pn ïðè n ≥ 2 íå äîïóñêàþò òàêîé
ïðîñòîé êëàññèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê Pn
ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì ïðè n ≥ 2 .

Â òî æå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé íà P∞ âåðåí àíàëîã òåîðåìû Ãðîòåíäèêà. Ýòèì
âîïðîñîì çàíèìàëèñü Â. Áàðò, À. Âàí äå Âåí, À.Í. Òþðèí è Ý. Ñàòî.

Òåîðåìà (Áàðò - Âàí äå Âåí - Òþðèí - Ñàòî). Ëþáîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå êîíå÷íîãî ðàíãà íà áåñêîíå÷íîìåðíîì

êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P∞ = {P1 φ1
↪→ P2 φ2

↪→
. . .

φm−1
↪→ Pm

φm
↪→ . . .} èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Äëÿ ðàññëîåíèé ðàíãà äâà ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â 1974 ãîäó
Â. Áàðòîì è À. Âàí äå Âåíîì â [9], à äëÿ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà
ýòî áûëî äîêàçàíî â 1976 ãîäó À.Í. Òþðèíûì â [20] è â 1977 ãîäó
Ý. Ñàòî â [18]. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ êëàññèôèêàöèè ðàññëîåíèé
êîíå÷íîãî ðàíãà íà P∞ áûë çàêðûò.
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Â ñåðèè íåäàâíèõ ðàáîò [10, 17, 5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
òåîðåìà Áàðòà - Âàí äå Âåíà - Òþðèíà - Ñàòî èìååò îáîáùåíèÿ äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ èíä-ìíîãîîáðàçèé îòëè÷íûõ îò P∞ .
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Èíä-ìíîãîîáðàçèå X = lim−→Xm îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîé ïðåäåë
öåïî÷êè âëîæåíèé:

X := {X1
φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1
↪→ Xm

φm
↪→ . . .},

ãäå Xm - ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ êàæäîãî m ≥ 1 .

Èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ∀m ≥ 1
âëîæåíèå φm èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì ãðóïï Ïèêàðà
φ∗m : PicXm+1 → PicXm .

Â 2003 ãîäó â ñòàòüå [10] È. Äîíèí è È.Á. Ïåíêîâ ðàññìàòðèâàþò
èíä-ãðàññìàíèàíû, îïðåäåëåííûå êàê ïðÿìûå ïðåäåëû öåïî÷åê

{G(k1, n1)
φ1
↪→ ...

φm
↪→ G(km+1, nm+1)

φm+1

↪→ },

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nm, km, nm − km âîçðàñòàþò è
ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à âëîæåíèÿ φm ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè
ðàñøèðåíèÿìè ãðàññìàíèàíîâ. Íàïîìíèì, ÷òî âëîæåíèå
G(k1, V

n1) ↪→ G(k2, V
n2) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ðàñøèðåíèåì,

åñëè èìååòñÿ ðàçëîæåíèå V n2 = V n1 ⊕ W n2−n1 è îáðàç âëîæåíèÿ
ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà Uk1 ⊕ W k2−k1 , ãäå Uk1 ⊂ V n1 , à
W k2−k1 - ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â W n2−n1 .

Âñå èíä-ãðàññìàíèàíû, îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì,
èçîìîðôíû è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç G(∞) . Äëÿ èíä-ãðàññìàíèàíà
G(∞) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ðàññëîåíèå
íà íåì ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ.

Â 2009 ãîäó â ñòàòüå [17] À.Ñ. Òèõîìèðoâ è È.Á. Ïåíêîâ
äîêàçûâàþò ðàñùåïëåíèå ðàññëîåíèé ðàíãà äâà äëÿ
èíä-ãðàññìàíèàíîâ, îïðåäåëåííûõ ïðîèçâîëüíûìè öåïî÷êàìè
âèäà (1), ñíèìàÿ òðåáîâàíèå φm áûòü ñòàíäàðòíûì ðàñøèðåíèåì
(òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âñÿêîå φm áûëî âëîæåíèåì ñòåïåíè 1 ).

Â ñòàòüå [16] ïðîèçâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ
èíä-ãðàññìàíèàíîâ, îïðåäåëåííûõ êàê ïðÿìûå ïðåäåëû öåïî÷åê

{X1
φ1
↪→ ...

φm
↪→ Xm+1

φm+1

↪→ }, (1)
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ãäå âñå Xm ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî îáû÷íûìè, ëèáî
èçîòðîïíûìè ãðàññìàíèàíàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî âñå
ëèíåéíûå èíä-ãðàññìàíèàíû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå [17],
èçîìîðôíû G(∞) èëè P∞ .

Â 2014 ãîäó â ñòàòüå [5] áûëè âûâåäåíû óñëîâèÿ íà ëîêàëüíî
ïîëíûå ëèíåéíûå èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X , äîñòàòî÷íûå äëÿ
âûïîëíåíèÿ àíàëîãà òåîðåìû Áàðòà - Âàí äå Âåíà -
Òþðèíà - Ñàòî. Íîâûìè ïðèìåðàìè èíä-ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñå÷åíèÿ
ëèíåéíûõ èíä-ãðàññìàíèàíîâ, êàê îáû÷íûõ, òàê è èçîòðîïíûõ.
Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã òåîðåìû Áàðòà - Âàí äå Âåíà - Òþðèíà -
Ñàòî áûë äîêàçàí è äëÿ ýòîãî êëàññà èíä-ìíîãîîáðàçèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàñïðîñòðàíèì òåîðåìó Áàðòà - Âàí äå Âåíà -
Òþðèíà - Ñàòî íà ñëó÷àé ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G := G(∞) . Îñíîâíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C .

Äëÿ ëèíåéíîãî èíä-ãðàññìàíèàíà G îïðåäåëèì ïëþêêåðîâî
âëîæåíèå G ↪→ P∞ , êàê ïðÿìîé ïðåäåë ïëþêêåðîâûõ âëîæåíèé
ãðàññìàíèàíîâ G(km, nm) . Èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d â P∞

íàçîâåì ïðÿìîé ïðåäåë ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èíä-ãðàññìàíèàí G , âëîæåííûé
ïî Ïëþêêåðó â P∞ . Ïóñòü Y1, ...,Yl - èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñòåïåíåé d1, ..., dl â P∞ . Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå

X = G ∩Y1 ∩ ... ∩Yl

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì â G , åñëè äëÿ âñÿêîãî m ≥ 1
ìíîãîîáðàçèå G(km, nm) ∩ Y1 ∩ ... ∩ Yl ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ïåðåñå÷åíèåì.

Ïîä âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì E ðàíãà r > 0 íà X ìû
ïîíèìàåì îáðàòíûé ïðåäåë E = lim←−Em öåïî÷êè âåêòîðíûõ

ðàññëîåíèé {Em}m≥1 ðàíãà r , ãäå Em - ðàññëîåíèå ðàíãà r íà Xm

ñ ôèêñèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè Em
∼= φ∗mEm+1 .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî ðàíãà íà
ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X ⊂ G êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè èçîìîðôíî
ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èíä-ìíîãîîáðàçèé X ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå
G , è èçó÷åíèå âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà íà ýòèõ
èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òàêèå êàê òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé,
òåîðèÿ ïó÷êîâ è èõ êîãîìîëîãèé, ÿçûê òåîðèè ñõåì,
è ìåòîäû òåîðèè êàòåãîðèé. Ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ
êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà íà P∞ .
Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, òàêèå êàê
ôîðìóëà Ìîíêà äëÿ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ ôëàãîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Ãëàâíûå èç íèõ:

1. Äîêàçàíà 1 -ñâÿçíîñòü èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X , à èìåííî,
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê X ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñâÿçíàÿ
öåïî÷êà ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ íà X , ñîäåðæàùèõ ýòè äâå
òî÷êè. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ äîêàçàíà ñâÿçíîñòü è
íåïóñòîòà ïðîñòðàíñòâà òàêèõ öåïî÷åê.

2. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî
ðàíãà íà X ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, òî åñòü îãðàíè÷åíèå
ðàññëîåíèÿ E íà âñå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå â X èìååò
îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðàâíîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E
êîíå÷íîãî ðàíãà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X ⊂ G êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
- â ðàìêàõ ëåòíåé øêîëû-êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ
Ðîññèè (ßðîñëàâëü, ßÃÏÓ, 20-25 ìàÿ 2013 ã.), òåçèñû äîêëàäà
îïóáëèêîâàíû [4];
- íà êîíôåðåíöèè "Ìåæäóíàðîäíûå Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ - XIII"
(ßðîñëàâëü, 19 ìàÿ - 22 ìàÿ 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðåõ
ðàáîòàõ [2, 3, 1, 12]. Òðè ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà
ÂÀÊ ÐÔ. Îäíà ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå Complex Manifolds,
âõîäÿùåì â áàçó MathSciNet. Âñå ÷åòûðå ñòàòüè íàïèñàíû áåç
ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, 6 ãëàâ (ââåäåíèå,
îñíîâíîé òåêñò äèññåðòàöèè, çàêëþ÷åíèå) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 21
íàèìåíîâàíèÿ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 54 ñòðàíèöàõ.
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2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà
èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ãëàâíûé ðåçóëüòàò
ìû äàäèì îïðåäåëåíèÿ è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

Âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
îïðåäåëåíû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
0 .

2.1. Îáîçíà÷åíèÿ è ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

Âíà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëèíåéíûõ èíä-ìíîãîîáðàçèé, â
÷àñòíîñòè, ëèíåéíûõ èíä-ãðàññìàíèàíîâ, èçó÷åííûõ È.Á. Ïåíêîâûì
è À.Ñ. Òèõîìèðîâûì [16, 5, 17].

Îïðåäåëåíèå 1. Èíä-ìíîãîîáðàçèå X = lim−→Xm îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðÿìîé ïðåäåë öåïî÷êè âëîæåíèé:

X := {X1
φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1
↪→ Xm

φm
↪→ . . .},

ãäå Xm - ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ êàæäîãî m ≥ 1 .

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ðàíãà r > 0 íà X
åñòü îáðàòíûé ïðåäåë

E = lim←−Em

öåïî÷êè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé {Em}m≥1 ðàíãà r íà X , ãäå Em

- ðàññëîåíèå ðàíãà r íà Xm ñ ôèêñèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè
Em
∼= φ∗mEm+1 .

Òàê æå íà èíä-ìíîãîîáðàçèè X êîððåêòíî îïðåäåëåí
ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OX = lim←−OXm

. Ïîä ãðóïïîé Ïèêàðà ìû
áóäåì ïîíèìàòü ãðóïïó êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé
(òî åñòü îáðàòèìûõ ïó÷êîâ) íà X .

Îïðåäåëåíèå 3. Èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
åñëè äëÿ ∀m ≥ 1 âëîæåíèå φm èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì ãðóïï
Ïèêàðà φ∗m : PicXm+1 → PicXm .
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Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ëèíåéíîãî èíä-ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîåêòèâíîå èíä-ïðîñòðàíñòâî

P∞ = {. . .Pn−1
φn−1
↪→ Pn . . .}, ãäå âñå âëîæåíèÿ φi èìåþò

ñòåïåíü 1 .

Ëèíåéíûå èíä-ãðàññìàíèàíû è ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â íèõ

×åðåç G(k, n) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàññìàíèàí k -ìåðíûõ
âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V n .

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé èíä-ãðàññìàíèàí è åãî ïëþêêåðîâî
âëîæåíèå.

Ïóñòü nm è km âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

km ≤ nm,

lim
m→∞

km = lim
m→∞

(nm − km) =∞.

Äëÿ âñÿêîãî m ≥ 1 ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V nm

ðàçìåðíîñòè nm è ãðàññìàíèàí G(km, nm) km -ìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â V nm . Âìåñòå ñ G(km, nm) ðàññìàòðèâàåòñÿ
åãî ïëþêêåðîâî âëîæåíèå: G(km, nm)↪→PNm−1 = P(ΛNm) , ãäå
Nm =

(
nm
km

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíûé èíä-ãðàññìàíèàí G : = G(∞) åñòü
èíäóêòèâíûé ïðåäåë lim−→G(km, nm) öåïî÷êè âëîæåíèé:

G := {G(k1, n1)
φ1
↪→ G(k2, n2)

φ2
↪→ . . .

φm−1
↪→ G(km, nm)

φm
↪→ . . .},

ïðè ýòîì, âñÿêîå âëîæåíèå φi äîëæíî èíäóöèðîâàòü èçîìîðôèçì
ãðóïï Ïèêàðà.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíä-ãðàññìàíèàí G ,
îïèñàííûé âûøå, åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
è íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû óäàëèì èç öåïî÷êè êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàññìàíèàíîâ G(km, nm) [16].
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Èíä-ãðàññìàíèàí G ñíàáæåí îáðàòèìûì ïó÷êîì OG(1) =
lim←−OG(km,nm)(1) , ãäå êëàññ èçîìîðôèçìà îáèëüíîãî ïó÷êà

OG(km,nm)(1) åñòü îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Ïèêàðà ãðàññìàíèàíà
G(km, nm) äëÿ âñåõ m ≥ 1 ([13], Chapter 1).

Èç ëèíåéíîñòè ãðàññìàíèàíà G âûòåêàåò, ÷òî âëîæåíèÿ

{. . .
φm−1
↪→ G(km, nm)

φm
↪→ G(km+1, nm+1)

φm+1

↪→ . . .}

ïðîäîëæàþòñÿ äî ëèíåéíûõ âëîæåíèé ïëþêêåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ

{. . .
φm−1
↪→ PNm−1 φm

↪→ PNm+1−1 φm+1

↪→ . . .}.

Äàëåå, äëÿ l ≥ 1 è d1, d2, . . . , dl ≥ 1 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëèíåéíîå èíä-ïîäìíîãîîáðàçèå X ëèíåéíîãî èíä-ãðàññìàíèàíà G ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðåäåëîì X = lim−→Xm öåïî÷êè âëîæåíèé

X := {X1
φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1
↪→ Xm

φm
↪→ . . .},

ãäå Xm - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãðàññìàíèàía G(km, nm) ⊂ PNm−1 c
l ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè Y1,m, Y2,m, . . . , Yl,m ⊂ PNm−1 ôèêñèðîâàííûõ
ñòåïåíåé deg Yi,m = di , i = 1, ..., l , m ≥ 1 :

Xm = G(km, nm) ∩
l⋂

i=1

Yi,m, codimG(km,nm)Xm = l.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñòðîåííîå âûøå èíä-ìíîãîîáðàçèå X
íàçîâåì ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì êîðàçìåðíîñòè l â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G .

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíä-ìíîãîîáðàçèå X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå èíä-ãðàññìàíèàíà G ñ èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè
Y1,Y2, . . . ,Yl â ëèíåéíîì ïðîåêòèâíîì èíä-ïðîñòðàíñòâå
P∞ = lim−→PNm−1 :

X = G ∩
l⋂

i=1

Yi, Yi = lim−→Yi,m, i = 1, ..., l, m ≥ 1.
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Äëÿ i = 1, ..., l ÷èñëî degYi := deg Yi,m = di , m ≥ 1 , íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòè Yi â P∞ .

Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ òàêèì
èíä-ìíîãîîáðàçèåì X , è áóäåì èçó÷àòü âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ
E ðàíãà r íà íåì.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Òåïåðü ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå îá îáúåêòàõ, ñ êîòîðûìè
íàì ïðåäñòîèò èìåòü äåëî. Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû,
äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé è ÿâëÿåòñÿ íàøåé ãëàâíîé çàäà÷åé.

Òåîðåìà 1. Ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî ðàíãà
íà èíä-ìíîãîîáðàçèè X èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ,
êîòîðûå èçëîæåíû â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Â ãëàâå 3 ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî ïóòåé äëèíû n ,
ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàññìàíèàíà
G(n, V 2n) ñ l ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñòåïåíåé d1, ..., dl . Ïîä
ïóòåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ
äðóã ñ äðóãîì ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ â X , ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ
îò îäíîé òî÷êè ìîæíî äîéòè äî äðóãîé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íà ÷èñëà n, d1, ..., dl , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî,
ïðîñòðàíñòâî ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâå òî÷êè ïîëíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ, ñâÿçíî è íåïóñòî. Òàê æå ïîëó÷åíî óñëîâèå íà ÷èñëà
k, n, d1, ..., dl äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàññìàíèàíà
G(k, V n) . Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü è íåïóñòîòó
ïðîñòðàíñòâà ïóòåé äëèíû k .

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 4 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
ðàâíîìåðíîñòè ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ E íà X .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ïðè îãðàíè÷åíèè íà âñå
ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå èç X èìååò îäèíàêîâîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ
ñóììó ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Â ãëàâå 5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âî âñÿêîì ðàâíîìåðíîì
ðàññëîåíèè E èìååòñÿ ôëàã ïîäðàññëîåíèé 0 = F0 ⊂
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F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ Fs = E , òàêèõ, ÷òî êàæäîå
èç ôàêòîð-ðàññëîåíèé Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé
ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà O(ai) äëÿ 1 ≤ i ≤ s . Ìû
äîêàçûâàåì äàëåå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíî òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå íà X ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Çàòåì ïðèâîäèì
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàññëîåíèå E ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó
⊕iFi/Fi−1 . Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíîñòü âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E è
1 -ñâÿçíîñòü èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X , ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ
ýòàïîâ.
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3. Ñâÿçíîñòü è íåïóñòîòà ïðîñòðàíñòâà ïóòåé íà

ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè â èíä-ãðàññìàíèàíå

Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü X - ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå
ñ îáèëüíûì ïó÷êîì OX(1) . Íàçîâåì ïðîåêòèâíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì â X òàêîå ìíîãîîáðàçèå M ' Pr â X ,
÷òî OX(1)|M ∼= OPr(1) . Â ñëó÷àå, åñëè M îäíîìåðíî, íàçîâåì åãî
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â X , èëè ïðîñòî ïðÿìîé â X .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóòü pn(x, y) äëèíû n íà ìíîãîîáðàçèè X ,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x, y , - ýòî íàáîð òî÷åê x = x0, x1, ..., xn = y
â X è íàáîð ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ l0, ..., ln−1 â X , òàêèõ, ÷òî
xi, xi+1 ∈ li . Ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïóòåé äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ
òî÷êè x è y , îáîçíà÷èì Pn(x, y) .

Çàìå÷àíèå 1. Îáà îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ äîñëîâíî íà ñëó÷àé
èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà G(n, 2n) ,
âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó, ñ íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé
d1, ..., dl : X = G(n, 2n) ∩

⋂l
i=1 Yi. Åñëè 2

∑
i(di + 1) ≤ [n2 ], òî

ìíîãîîáðàçèå Pn(u, v) ïóòåé äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâå
òî÷êè u, v â X , íåïóñòî è ñâÿçíî.

3.1. Ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðâûì äåëîì äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Ïóñòü X - ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, òîãäà
ïðîñòðàíñòâî ïóòåé äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâå
òî÷êè X , òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (X) - ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ïðÿìûõ
íà X . Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Xn+1 × F (X)n ,
ñîäåðæàùåå n+ 1 êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ X è n êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ
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F (X) . Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïóòåé äëèíû n èçîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ
n ïîäìíîãîîáðàçèé ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïðÿìàÿ èç i -îãî ôàêòîðà F (X) ñîäåðæèò òî÷êè èç i -îãî
è (i+ 1) -îãî ôàêòîðîâ X .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è óòâåðæäåíèå ïðî ïóòè, ñîåäèíÿþùèå
äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà X . �

Ñëåäóþùèé øàã - äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ïóòåé äëèíû n ,
ñîåäèíÿþùèõ äâå îáùèå òî÷êè íà ãðàññìàíèàíå G(n, 2n) .

Ëåììà 2. Ïóñòü U , V - äâà òðàíñâåðñàëüíûõ n -ìåðíûõ
âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà â W 2n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç u è v
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ãðàññìàíèàíà G(n, 2n) n -ìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ 2n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà W 2n . Ïðîñòðàíñòâî
Pn(u, v) ïóòåé èç n çâåíüåâ, ñîåäèíÿþùèõ u è v íà G(n, 2n) ,
èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíûõ ôëàãîâ
F (U)× F (V ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì F (U) × F (V ) →
Pn(u, v) . Ïóñòü

U 1 ⊂ ... ⊂ Un−1 ⊂ Un = U, V 1 ⊂ ... ⊂ V n−1 ⊂ V n = V

äâà ïîëíûõ ôëàãà. Òîãäà îïðåäåëèì i -óþ ïðÿìóþ â öåïî÷êå
êàê ìíîæåñòâî âñåõ n -ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Un−i+1 ⊕ V i ,
ñîäåðæàùèõ Un−i ⊕ V i−1 . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñâÿçíóþ
öåïî÷êó ïðÿìûõ, ãäå îáùåé òî÷êîé i -îé è (i + 1) -îé ïðÿìûõ
ÿâëÿåòñÿ n -ïëîñêîñòü Un−i ⊕ V i .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå F (U) × F (V ) ìû ñîïîñòàâèëè
öåïî÷êó èç Pn(u, v) , à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè èíúåêòèâíûé
ìîðôèçì F (U) × F (V ) → Pn(u, v) . Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîðôèçì
ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì.

Ïóñòü pn(u, v) - ïóòü äëèíû n â G(n, 2n) , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
u è v . Êàæäîé âåðøèíå öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ui
ãðàññìàíèàíà. Òîãäà èìååì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ui è
n -ìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Ui â W 2n äëÿ 0 ≤ i ≤ n , è
âûïîëíåíî U0 = U , Un = V . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i
ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ n -ïëîñêîñòåé Ui è Ui+1 íå ìåíüøå
n − 1 . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i èìåþòñÿ
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

dim(U ∩ Ui) ≥ n− i, dim(V ∩ Ui) ≤ i.
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Ðàññìîòðèì n+ 1 ÷èñëî di = dim(U ∩ Ui) äëÿ 0 ≤ i ≤ n . Ðàçíèöà
di − di+1 ìîæåò áûòü ðàâíà ± 1 èëè 0. Íî
äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ äîëæíî áûòü n + 1 ÷èñëî, îò
n äî 0. È òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíñòâåííà:
n, n − 1, n − 2, ..., 1, 0 . Çíà÷èò di − di+1 = 1 . Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà íà ñàìîì äåëå îáÿçàíû áûòü
ðàâåíñòâàìè, ïîýòîìó ïóòü pn(u, v) ëåæèò â îáðàçå ìîðôèçìà, è,
çíà÷èò, ìîðôèçì ñþðüåêòèâåí.

Íàêîíåö, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åãî îáðàç ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ïðîñòðàíñòâà âñåõ öåïî÷åê
äëèíû n â G(n, 2n) , êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Ãëàäêîñòü îáðàçà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ãðóïïà
GL(U) × GL(V ) äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ öåïî÷åê,
è îáðàç ìîðôèçìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ îðáèòó ýòîãî
äåéñòâèÿ. �

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàññìàíèàíå G(n, 2n) ïðîñòðàíñòâî ïóòåé
äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ äâå îáùèå òî÷êè, èçîìîðôíî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ Fn×Fn äâóõ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ n -ìåðíûõ ôëàãîâ.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü
íà Fn × Fn ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E
ñ âûäåëåííûì ñå÷åíèåì s , òàêèì ÷òî íóëè s çàäàþò ïðîñòðàíñòâî
ïóòåé äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ x è y è ëåæàùèõ â ïåðåñå÷åíèè
ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1 ,...,dl . Èñïîëüçóÿ ÿâíîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàññëîåíèÿ E â âèäå ïðÿìîé ñóììû ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé, ìû ïîêàæåì, ÷òî íóëè îáùåãî, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ëþáîãî ñå÷åíèÿ E îáðàçóþò íåïóñòîå, ñâÿçíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â
Fn × Fn .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàññëîåíèÿ íàì áóäåò íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
n ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé pk : F (U) × F (V ) → F (n + 1, n − 1; 2n) ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pk(U
1 ⊂ ... ⊂ Un−1, V 1 ⊂ ... ⊂ V n−1) =

= (Un−k+1 ⊕ V k, Un−k ⊕ V k−1) ⊂ U ⊕ V.
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3.2. Ñâÿçíîñòü íóëåé ñå÷åíèÿ ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîãî

ðàññëîåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì òîïîëîãè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ
ñâÿçíîñòè íóëåé ñå÷åíèé ãëîáàëüíî ïîðîæäåííûõ ðàñùåïèìûõ
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Îïðåäåëåíèå 7. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà ìíîãîîáðàçèè X
íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî ïîðîæäåííûì, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x
è âåêòîðà v ∈ Ex ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ H0(E) , òàêîå ÷òî
s(x) = v .

Ëåììà 3. Ïóñòü L - ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîå ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå íà ñâÿçíîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X è
c1(L)2 6= 0 ∈ H4(X,R) . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ñå÷åíèÿ s ∈ H0(L)
ãèïåðïîâåðõíîñòü {s = 0} ñâÿçíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L - ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîå
ðàññëîåíèå, èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ìîðôèçì f : X → P(H0(X,L))∗ ,
çàäàííûé ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L .
Ïóñòü Y - îáðàç X , òîãäà L ∼= f ∗(OY (1)) . Òàê êàê c1(L) 6= 0 ,
Y èìååò íåíóëåâóþ ðàçìåðíîñòü. Åñòåñòâåííî, ðàññëîåíèå OY (1)
îáèëüíî íà Y .

Â ñëó÷àå åñëè ñëîè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íåñâÿçíû,
ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ Øòåéíà f = gh , h : X → Z , g : Z →
Y , ãäå h - ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè, à g - êîíå÷íûé ìîðôèçì.
Ïóñòü L1 = g∗(OY (1)) . Òàê êàê g - êîíå÷íûé ìîðôèçì, òî L1 òîæå
îáèëüíî.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè dim(Z) > 1 , òî äèâèçîð
íóëåé ëþáîãî ñå÷åíèÿ L1 ñâÿçåí (òàê êàê L1 îáèëüíî). À òàê êàê
ñëîè h ñâÿçíû, òî è ïðîîáðàç ýòîãî äèâèçîðà íà X ñâÿçåí. Åñëè æå
dim(Z) = 1 , òî c1(OY (1))2 = 0 , à çíà÷èò c1(L)2 = h∗(c1(L1)

2) = 0 .
�

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñîáñòâåííîå, çàìêíóòîå ïî Çàðèññêîìó
ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ P(H0(X,E)) , ÷òî âñÿêîå íåíóëåâîå ñå÷åíèå
s ∈ H0(X,E) , ÷üÿ ïðîåêòèâèçàöèÿ ëåæèò â äîïîëíåíèè ê Z ,
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó ñâîéñòâó, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî îáùåå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ E íà ìíîãîîáðàçèè X óäîâëåòâîðÿåò
äàííîìó ñâîéñòâó.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñòàíäàðòíà, ñì. [11, Ãëàâà 7].
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Ëåììà 4. Ïóñòü L - ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
íà íåïðèâîäèìîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè Y è c1(L) 6= 0 . Òîãäà
äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ðàññëîåíèÿ L ìíîãîîáðàçèå {s = 0} èìååò
êîðàçìåðíîñòü 1 è c1(L) = [{s = 0}] ∈ H2(Y ) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü E = L1 ⊕ L2 ⊕ ...⊕ Ln - âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íà ñâÿçíîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X , òàêîå, ÷òî êàæäîå èç
ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé Li ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýëåìåíò c2n(E ⊕ E) ãðóïïû H4n(X,R) îòëè÷åí îò 0. Òîãäà äëÿ
âñÿêîãî ñå÷åíèÿ s ðàññëîåíèÿ E ìíîãîîáðàçèå {s = 0} íåïóñòî è
ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê c2n(E ⊕ E) 6= 0 , òî cn(E) 6= 0 ,
à çíà÷èò âñå ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ E èìåþò íóëè (ñì. [11, Ãëàâà 7]).

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ðàññëîåíèÿ E
ìíîãîîáðàçèå {s = 0} ñâÿçíî. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ìíîãîîáðàçèå {s = 0}
íåñâÿçíî. Ïðåäñòàâèì s â âèäå s = s1 + ... + sn ãäå si ÿâëÿåòñÿ
ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ Li . Òàê êàê cn(E) 6= 0 , òî ñå÷åíèå s èìååò
íóëè. Ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèå Yk = {s1 = ... = sk = 0} íåïóñòî
äëÿ âñÿêîãî k ≤ n è çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 4 èìååò êîðàçìåðíîñòü
k . Áîëåå òîãî, â ñèëó ëåììû 4, èìååòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî â
êîãîìîëîãèÿõ:

[Yi] = c1(L1) · ... · c1(Li) ∈ H2i(X).

Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå k , òàêîå ÷òî ìíîãîîáðàçèå Yk = {s1 =
... = sk = 0} ñâÿçíî. Ïðèìåíèâ ëåììó 3 ê ìíîãîîáðàçèþ Yk è
ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ Lk+1 , ìû âèäèì, ÷òî

[Yk] · c1(Lk+1)
2 = c1(L1) · ... · c1(Lk) · c1(L2

k+1) = 0.

Òåì áîëåå c2n(E ⊕ E) = Πn
i=1c1(Li)

2 = 0 , à çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ E òåîðåìà äîêàçàíà. ×òîáû
äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ âñåõ ñå÷åíèé, îñòàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ
ëåììó.
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Ëåììà 5. Ïóñòü E - âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä íåïðèâîäèìûì
ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì X , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
òðåì óñëîâèÿì:

1) Ðàíã E ìåíüøå ðàçìåðíîñòè X .

2) E ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî.

3) Äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s ∈ H0(E) ìíîãîîáðàçèå {s = 0}
íåïóñòî è ñâÿçíî.

Òîãäà ìíîãîîáðàçèå {s = 0} ñâÿçíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ s
ðàññëîåíèÿ E .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ðàññìîòðèì â P(H0(E)) × X
ïîäìíîãîîáðàçèå èíöèäåíòíîñòè Γ , ïàðàìåòðèçóþùåå ïàðû (s, x) ,
òàêèå ÷òî s(x) = 0 ( s 6= 0 ∈ H0(E) ).

Òàê êàê E ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî, Γ ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàä
X ñî ñëîåì Pk , ãäå k = dimH0(E)− rankE − 1 . À ñëåäîâàòåëüíî,
Γ ñâÿçíî è, áîëåå òîãî, íåïðèâîäèìî.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî èç óñëîâèÿ 3) ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âñå
ñå÷åíèÿ E èìåþò íóëè, è, çíà÷èò, ïðîåêöèÿ Γ íà P(H0(E))
ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå èç óñëîâèÿ 3)
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îáùèé ñëîé ïðîåêöèè Γ íà P(H0(E)) ñâÿçåí.
À òàê êàê P(H0(E)) íîðìàëüíî, òî èç ôàêòîðèçàöèè Øòåéíà [ [21] ,
Chapter III, �11, Corollary 11.5] ñëåäóåò, ÷òî âñå ñëîè ýòîé ïðîåêöèè
ñâÿçíû.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, à âìåñòå ñ íåé è òåîðåìû.
�

3.3. Êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà ôëàãîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñîáåðåì íåîáõîäèìûå íàì ôàêòû
î êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ ôëàãîâ è äîêàæåì
íåîáðàùåíèå â íîëü îäíîãî èç êëàññîâ êîãîìîëîãèé, êîòîðîå
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íåîáõîäèìî íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïóñòîòû è ñâÿçíîñòè
ïðîñòðàíñòâà ïóòåé.

Íàïîìíèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå Fn åñòü ñåìåéñòâî
òàâòîëîãè÷åñêèõ ðàññëîåíèé

U0 ⊂ U1 ⊂ ... ⊂ Un−1 ⊂ Un,

ãäå U0 - íóëåâîå ðàññëîåíèå, Un - òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n .
Ïîëîæèì

Li = Ui/Ui−1, xi = −c1(Li), 1 ≤ i ≤ n.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4. Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(Fn) ïîðîæäàåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíî åäèíèöåé è êëàññàìè xi . Îíî èìååò
ðàçìåðíîñòü n! è èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

H∗(Fn) = Z[x1, ..., xn]/(e1(x1, ..., xn), ..., en(x1, ..., xn)),

ãäå ei - ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Äëÿ íàñ áóäóò îñîáåííî âàæíû êëàññû σi = c1(U∗i ) ∈ H2(Fn) .
Î÷åâèäíî ÷òî σi = x1 + ... + xi . Èç îïèñàíèÿ êîëüöà êîãîìîëîãèé
âûòåêàåò, ÷òî êëàññû σ1, ..., σn−1 ïîðîæäàþò H2(Fn) , à òàêæå,
âìåñòå ñ åäèíèöåé, ïîðîæäàþò ìóëüòèïëèêàòèâíî H∗(Fn) .

Â ïðîñòðàíñòâå Fn åñòü âûäåëåííûé íàáîð öèêëîâ Øóáåðòà
Xw , êîòîðûé íóìåðóåòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè w èç
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn . Ïðè ýòîì êëàññû [Xw] ôîðìèðóþò
öåëî÷èñëåííûé áàçèñ â êîëüöå êîãîìîëîãèé H∗(Fn) , à êëàññû σi
ñîîòâåòñòâóþò öèêëàì [X(i i+1)] , ãäå (i i+ 1) - òðàíñïîçèöèÿ.

Êîðàçìåðíîñòü öèêëà Øóáåðòà Xw ðàâíà äëèíå ýëåìåíòà w .
Íàïîìíèì, ÷òî äëèíîé ýëåìåíòà w èç Sn íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå
÷èñëî i , òàêîå, ÷òî w = σr1 · ... · σri . Äëèíà w îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l(w) , è ìû èìååì [Xw] ∈ H l(w) .

Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèé öèêëîâ Øóáåðòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà öèêëîâ Øóáåðòà
[Xw] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé öèêëîâ Øóáåðòà
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ôîðìóëà Ìîíêà äàåò êîíêðåòíîå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó öèêëîâ
Øóáåðòà ïðîèçâåäåíèÿ σr · [Xw] .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü [Xw] - öèêë Øóáåðòà, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñëîâó w ∈ Sn è σr = [X(r r+1)] . Òîãäà

σr · [Xw] =
∑

`(w(ij)) = `(w) + 1

i ≤ r < j

Xw(ij).

Èç ýòîé ôîðìóëû íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 1. Â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ ôëàãîâ
âûïîëíÿåòñÿ

(σ1 · ... · σn−1)b
n
2 c 6= 0 ∈ H2bn2 c,

ãäå bn2c - öåëàÿ ÷àñòü n
2 .

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâî (r1 r1 + 1) · ... · (rN rN+1) íàçûâàåòñÿ
ïðèâåäåííûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî k ≤ N âûïîëíåíî l((r1 r1 + 1) · ... ·
(rk rk + 1)) = k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî åäèíèöà â H∗(Fn)
ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêå e . Òàêèì îáðàçîì, èç
ôîðìóëû Ìîíêà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè [Xw] â ðàçëîæåíèè
öèêëà σr1 · σr2 · ... · σrN ïî öèêëàì Øóáåðòà ðàâåí ÷èñëó öåïî÷åê

e = w0, w1, w2, . . . , wN = w,

òàêèõ, ÷òî `(wk) = k , è wk èìååò âèä wk−1(ij) ñ i ≤ rk < j .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñëîâî (r1 r1 + 1)(r2 r2 + 1) · · · (rN rN + 1)
ïðèâåäåííîå (òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ïåðâûõ k òðàíñïîçèöèé
èìååò äëèíó k ), òîãäà σr1 · σr2 · ... · σrN 6= 0 ∈ H∗(Fn) .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñëîâî(
(1 2)(3 4)(5 6) · · · (2 3)(4 5)(6 7) · · ·

)bn/2c
- ïðèâåäåííîå. �
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3.4. Ðàññëîåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ôëàãîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì îáåùàííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íà Fn × Fn , ïîêàæåì, ÷òî îíî ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ,
è âû÷èñëèì åãî ñòàðøèé êëàññ ×åðíà. Òàêîå ðàññëîåíèå âîçíèêàåò
âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðåñå÷åíèå G(n, 2n)
ñ íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé, è êîíêðåòíûé âûáîð
ãèïåðïîâåðõíîñòåé îïðåäåëÿåò ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). ×òîáû îáúÿñíèòü êîíñòðóêöèþ,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ G(n, 2n) ñ îäíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d .

Èòàê, ðàññìîòðèì ãðàññìàíèàí G(n, 2n) , âëîæåííûé ïî
Ïëþêêåðó. Ïóñòü sd - ñå÷åíèå O(d) , ñîîòâåòñòâóþùåå
ãèïåðïîâåðõíîñòè Yd ñòåïåíè d , êîòîðóþ ìû ïåðåñåêàåì ñ G(n, 2n) .
Ïðåæäå ÷åì ñòðîèòü ðàññëîåíèå, ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé âîïðîñ
î òîì, êàê ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî
ïðÿìûõ, ëåæàùèõ íà G(n, 2n) ∩ Yd . Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
Ôàíî ñàìîãî ãðàññìàíèàíà èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ÷àñòè÷íûõ
ôëàãîâ F (n+ 1, n− 1; 2n) . Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 6. Âñÿêîìó ñå÷åíèþ sd ∈ O(d) íà ãðàññìàíèàíå G(n, 2n)
ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèå

s′d ∈ Ed = Sd((Wn+1/Wn−1)
∗ ⊗ Λn−1(W∗n−1)) (2)

íà F (n + 1, n − 1; 2n) , òàêîå, ÷òî íóëè s′d ñîîòâåòñòâóþò
ïðîñòðàíñòâó ïðÿìûõ íà G(n, 2n) , ëåæàùèõ â íóëÿõ ñå÷åíèÿ s .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé d = 1 . Â
ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû
Wn−1 ⊂ Wn+1 ïîäïðîñòðàíñòâ W2n èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

H0(G(n, 2n),O(1)) ∼= Λn(W ∗
2n)→ (Wn+1/Wn−1)

∗ ⊗ Λn−1(W ∗
n−1).

Ýòî îòîáðàæåíèå êàê ðàç è çàäàåò èñêîìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

H0(G(n, 2n),O(1))→ H0((Wn+1/Wn−1)
∗ ⊗ Λn−1(W∗n−1)).

Äëÿ îáùåãî æå ñëó÷àÿ çàìåòèì, ÷òî

H0(G(n, 2n),O(d)) ⊂ Sd(Λn(W ∗
2n)).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

H0(G(n, 2n),O(d))→ Sd(Λn(W ∗
2n))→

Sd((Wn+1/Wn−1)
∗ ⊗ Λn−1(W ∗

n−1)).

Ýòî îòîáðàæåíèå äàåò íàì èñêîìîå ñå÷åíèå s′d . Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî åãî íóëè âûñåêàþò íà F (n + 1, n − 1; 2n)
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ïðÿìûõ íà G(n, 2n) ∩ {sd = 0} . �
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Ïîñòðîåíèå ðàññëîåíèÿ è ñå÷åíèÿ íà Fn × Fn .

Ìû îïðåäåëèì íà Fn × Fn ðàññëîåíèå Ed ðàíãà n(d + 1) − 2
è åãî ñå÷åíèå s , òàêèå, ÷òî òî÷êà P ∈ Fn × Fn ëåæèò
â ìíîãîîáðàçèè {s = 0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïóòü P ëåæèò â
ãèïåðïîâåðõíîñòè Yd .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïóòü P ëåæàë â Yd , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êàæäîå çâåíî P ëåæàëî â Yd . Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî,
÷òîáû äëÿ âñÿêîãî k òî÷êà pk(P ) ∈ F (n + 1, n − 1; 2n)
ñîîòâåòñòâîâàëà ïðÿìîé, ëåæàùåé íà Yd . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàæäîãî k , èñïîëüçóÿ ëåììó 6 è îïðåäåëåíèå ìîðôèçìà pk , ìû
âèäèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò â íóëÿõ ñå÷åíèÿ p∗k(s

′
d) ðàññëîåíèÿ

p∗k(Ed) . Èç ýòîãî ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî
ðàññëîåíèÿ íà Fn × Fn ìû ìîãëè áû âçÿòü p∗1(Ed) ⊕ p∗2(Ed) ⊕ ...
⊕ p∗n(Ed) . Îäíàêî âìåñòî íåãî íàì ïðèäåòñÿ âçÿòü íåêîòîðîå åãî
ïîäðàññëîåíèå êîðàíãà äâà. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ëåììà, ïîÿñíÿþùàÿ âûáîð òàêîãî ïîäðàññëîåíèÿ.

Ëåììà 7. 1) Ðàññëîåíèÿ p∗1(Ed) è p∗n(Ed) êàíîíè÷åñêè
ðàñùåïëÿþòñÿ â ñóììû p∗1(Ed) ∼= O ⊕ p∗1(Ed)/O , p∗n(Ed) ∼=
O ⊕ p∗n(Ed)/O .

2) Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü {sd = 0}
ñîäåðæèò òî÷êè u è v ãðàññìàíèàíà G(n, 2n) , òî ñå÷åíèÿ
p∗1(s

′
d) è p∗n(s

′
d) ëåæàò â ïîäðàññëîåíèÿõ p∗1(Ed)/O è p∗n(Ed)/O

ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå,
ïîñëå òîãî, êàê áóäåò âûâåäåí ÿâíûé âèä ðàññëîåíèé p∗1(Ed) è
p∗n(Ed) . Çàìåòèì ïîêà òîëüêî, ÷òî â íàøåé çàäà÷å òî÷êè u è v ëåæàò
íà ãèïåðïîâåðõíîñòè {sd = 0} (òàê êàê ìû èçó÷àåì ïðîñòðàíñòâî
ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ G(n, 2n) ∩ {sd = 0} ).
Åñëè áû â êà÷åñòâå ðàññëîåíèÿ íà Fn × Fn ìû âçÿëè âñþ ñóììó
p∗1(Ed)⊕p∗2(Ed)⊕...⊕p∗n(Ed) , òî ó òàêîãî ðàññëîåíèÿ áûëî áû ñå÷åíèå
áåç íóëåé. À èìåííî, ìîæíî áûëî áû ïðîñòî âçÿòü ñå÷åíèå sd òàêîå,
÷òî {sd = 0} íå ïðîõîäèò ÷åðåç u è v . Èìåííî, ÷òîáû ðàçðåøèòü
ýòó ïðîáëåìó, ìû äîëæíû íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü ðàññëîåíèå
íà Fn × Fn . Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàññìîòðèì íà Fn × Fn ñëåäóþùåå ðàññëîåíèå
EFd âìåñòå ñ ñå÷åíèåì sFd :

EFd := (p∗1(Ed)/O)⊕ p∗2(Ed)⊕ ...⊕ p∗n−1(Ed)⊕ (p∗n(Ed)/O),
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sFd := p∗1(s
′
d) + ...+ p∗n(s

′
d).

Ìíîãîîáðàçèå ïóòåé äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè u è v íà
G(n, 2n) ∩ Yd , âûñåêàåòñÿ íóëÿìè ñå÷åíèÿ sFd .

Ñâîéñòâà ðàññëîåíèÿ EFd

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàññëîåíèå EFd ãëîáàëüíî
ïîðîæäåíî, è ðàçëîæèì åãî â ñóììó ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Ëåììà 8. Îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ Ed ïðè îòîáðàæåíèè pk
èìååò âèä:

p∗k(Ed) = Sd(((Un−k+1/Un−k)⊕(Vk/Vk−1))∗⊗Λn−k(U∗n−k)⊗Λk−1(V∗k−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì îòîáðàæåíèÿ pk , ìû
ïîëó÷àåì

p∗(Wn+1) = Un−k+1 ⊕ Vk, p∗(Wn−1) = Un−k ⊕ Vk−1.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2) è î÷åâèäíûì
èçîìîðôèçìîì

Λn−1(U∗n−k ⊕ V∗k−1) = Λn−k(U∗n−k)⊗ Λk−1(V∗k−1).

�

Ëåììà 9. Ðàññëîåíèå EFd ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ
ãëîáàëüíî ïîðîæäåííûõ ðàññëîåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòó ëåììó äëÿ êàæäîãî
èç ñëàãàåìûõ p∗k(Ed) . Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå Ed íà F (n + 1,
n−1; 2n) ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî âûáîðà
îãðàíè÷åíèÿ ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ O(d) íà ïðÿìóþ â G(n, 2n)
ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ O(d) , èìåþùåå âûáðàííîå
îãðàíè÷åíèå íà ïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåíèå p∗k(Ed) òàêæå
ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî.

Ñîãëàñíî ëåììå 8, ðàññëîåíèå p∗k(Ed) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ñòåïåíüþ ñóììû äâóõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé. Çíà÷èò, îíî ñàìî òàêæå
ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè
ãëîáàëüíî ïîðîæäåííîå ðàññëîåíèå ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ,
òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ òàêæå ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî, òàê êàê
èìååòñÿ ïðîåêöèÿ âñåãî ðàññëîåíèÿ íà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ. �
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàññëîåíèÿ
p∗1(Ed) ; ñëó÷àé ðàññëîåíèÿ p∗n(Ed) àíàëîãè÷åí. Ñîãëàñíî ëåììå 8,

p∗1(Ed) = Sd(((Un/Un−1)⊕ V1)∗ ⊗ Λn−1(U∗n−1)).

Òàê êàê Un ∼= O⊕n , òî Λn(Un) ∼= O , èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî
Un/Un−1 ∼= Λn−1(U∗n−1) . Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ p∗1(Ed) óïðîùàåòñÿ:

p∗1(Ed) = Sd(O ⊕ V∗1 ⊗ Λn−1(U∗n−1)) =

O ⊕ V∗1 ⊗ Λn−1(U∗n−1)⊕ ...⊕ (V∗1 ⊗ Λn−1(U∗n−1))d.
Òàêèì îáðàçîì, p∗1(Ed) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé d + 1 ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé, îäíî èç êîòîðûõ òðèâèàëüíî. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
âûøåóêàçàííîå ðàçëîæåíèå ðàññëîåíèÿ p∗1(Ed) â ïðÿìóþ ñóììó
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ
÷àñòü ëåììû äîêàçàíà.

×òîáû äîêàçàòü âòîðóþ ÷àñòü, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
ìàëûõ d âñÿêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü {sd = 0} , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç U ,
ñîäåðæèò ïðÿìûå íà G(n, 2n) , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó U . Èíûìè
ñëîâàìè, ñå÷åíèå p∗(s′d) îáÿçàíî èìåòü íóëè íà Fn × Fn . Â òî æå
âðåìÿ, åñëè áû ñå÷åíèå p∗(s′d) íå ëåæàëî â ïîäðàññëîåíèè p∗1Ed/O ,
òî îíî íå îáðàùàëîñü áû â íîëü íèãäå, òàê êàê îíî áûëî áû
ñóììîé íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ O è ñå÷åíèÿ p∗1Ed/O . Ýòî çàâåøàåò
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �

Âû÷èñëåíèå êëàññîâ ×åðíà è íå îáðàùåíèå â íîëü

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σuk è σvk êëàññû âòîðûõ êîãîìîëîãèé
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ôëàãîâ F (U)× F (V ) .

Ëåììà 10. Ïîëíûé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ p∗k(E1) ðàâåí

(1 + σun−k+1 + σvk−1)(1 + σun−k + σvk).

Äîêàçàòåëüñòâî. p∗k(E1) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé:

p∗k(E1) = (Un−k+1/Un−k)∗ ⊗ Λn−kU∗n−k ⊗ Λk−1V∗k−1⊕

⊕(Vk/Vk−1)∗ ⊗ Λn−kU∗n−k ⊗ Λk−1V∗k−1.
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Ïîëíûé êëàññ ×åðíà ïåðâîãî èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1 + c1(Un−k+1/Un−k)∗ + c1(Λ
n−kU∗n−k) + c1(Λ

k−1V∗k−1) =

1 + (σun−k+1 − σun−k) + σun−k + σvk−1.

Äëÿ âòîðîãî ðàññëîåíèÿ âû÷èñëåíèå àíàëîãè÷íî, à ïîëíûé
êëàññ ×åðíà ñóììû äâóõ ðàññëîåíèé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êëàññîâ
ñëàãàåìûõ. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ñëåäñòâèå 2. Ñòàðøèå êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèé p∗k(Ed) ,
p∗1(Ed)/O è p∗n(Ed)/O èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

cd+1(p
∗
k(Ed)) = Πd

i=0(i(σ
u
n−k+1 + σvk−1) + (d− i)(σun−k + σvk)),

cd(p
∗
1(Ed)/O) = d!(σun−1 + σv1)d,

cd(p
∗
n(Ed)/O) = d!(σu1 + σvn−1)

d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
ëåììû 10, à òàêæå ñëåäóþùåé ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû:

cd+1(S
d(L1 ⊕ L2)) = Πd

i=0(ic1(L1) + (d− i)c1(L2)).

Âî âòîðîé è òðåòüåé ôîðìóëàõ äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî
σun + σv0 = σu0 + σvn . �

Ìû ïîäîøëè ê ãëàâíîìó òåõíè÷åñêîìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü d1 + d2 + ... + di <
n
4 ; ðàññìîòðèì íà Fn × Fn

ñëåäóþùåå ðàññëîåíèå:

E = EFd1 ⊕ ...⊕ E
F
di
.

Ðàññëîåíèå E ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî, ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó
ëèíåéíûõ, à ðàññëîåíèå E ⊕ E èìååò íåíóëåâîé ñòàðøèé êëàññ
×åðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî ëåììå 9 êàæäîå èç ñëàãàåìûõ EFdk
ãëîáàëüíî ïîðîæäåíî è ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ, òî è ñàìî
ðàññëîåíèå E îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðî ñòàðøèé êëàññ ×åðíà. Çàìåòèì, ÷òî
èç ñëåäñòâèÿ 2 ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ñòàðøèé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ
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E ⊕ E ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìîíîìîâ îò σul è σvm ñ ïîëîæèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. À çíà÷èò, èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ìîíîìîâ íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé ìîíîì, ÷òîáû
ñòåïåíü êàæäîãî âõîäÿùåãî â íåãî σul è σvm áûëà íå áîëüøå, ÷åì
bn2c . Â òî æå âðåìÿ, èç ôîðìóë ñëåäñòâèÿ 2 íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî
â ñòàðøåì êëàññå ×åðíà ðàññëîåíèÿ E ⊕ E åñòü òàêèå ìîíîìû, ó
êîòîðûõ ñòåïåíü ïðè êàæäîì σul è σvm íå áîëüøå, ÷åì 2(

∑
i(di+1)) .

À ïî óñëîâèþ òåîðåìû 2
∑

i(di + 1) ≤ bn2c . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøåíî. �

3.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Íàêîíåö, ïðèñòóïàåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãðàññìàíèàíà G(n, 2n) c
íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé Y1, ..., Yi ñòåïåíåé d1, ..., di . Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ äâóõ îáùèõ òî÷åê u è v íà X ïðîñòðàíñòâî ïóòåé
äëèíû n , ñîåäèíÿþùèõ èõ, íåïóñòî è ñâÿçíî.

Êàê ìû îáúÿñíèëè, ýòî ïðîñòðàíñòâî ïóòåé âûñåêàåòñÿ èç Fn×Fn
íóëÿìè ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ E . Ïî òåîðåìå 6 ðàññëîåíèå E ãëîáàëüíî
ïîðîæäåíî, ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ, è ñòàðøèé êëàññ
×åðíà ðàññëîåíèÿ E ⊕ E íå ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü òåîðåìó 3, èç êîòîðîé âûâîäèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
íóëåé ëþáîãî ñå÷åíèÿ E íåïóñòî è ñâÿçíî. À çíà÷èò, è ìíîãîîáðàçèå
ïóòåé íåïóñòî è ñâÿçíî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó â ñëó÷àå, åñëè òî÷êè u è v
íå îáÿçàòåëüíî â îáùåì ïîëîæåíèè. Äëÿ ýòîãî, ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïóòåé íà X , íà÷èíàþùèõñÿ â u . Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì,
è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ìîðôèçì èç ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â X ,
ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ïóòè åãî êîíå÷íóþ òî÷êó. Òàê êàê
ìíîæåñòâî òî÷åê v , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿì,
òðàíñâåðñàëüíûì u , âñþäó ïëîòíî â X , òî îáðàç ìîðôèçìà
òàêæå âñþäó ïëîòåí. À òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ïóòåé ïðîåêòèâíî, òî
ìîðôèçì äîìèíàíòåí. Èòàê, ìû èìååì äîìèíàíòíûé ìîðôèçì èç
íåïðèâîäèìîãî ìíîãîîáðàçèÿ â íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, è îáùèé
ñëîé ìîðôèçìà íåïóñò è ñâÿçåí. Èç ôàêòîðèçàöèè Øòåéíà ñëåäóåò,
÷òî âñå ñëîè íåïóñòû è ñâÿçíû. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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3.6. Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2

Òàê æå íàì ïîíàäîáèòñÿ âàæíîå ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû äëÿ
ñëó÷àÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàññìàíèàíà G(k, n) . Çäåñü ìû áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî k ≤ [n2 ] .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà
G(k, n) , âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó, ñ íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé

ñòåïåíåé d1, ..., dl : X = G(k, n)∩
⋂l
i=1 Yi. Åñëè 2

∑
i(di + 1) ≤ k

2 ≤
[n4 ], òî ìíîãîîáðàçèå Pk(u, v) ïóòåé äëèíû k , ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå
äâå òî÷êè u, v â X , íåïóñòî è ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ
îáùèõ òî÷åê u, v ãðàññìàíèàíà G(k, n) , â ñëó÷àå íå îáùèõ
òî÷åê äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Ïóñòü U è V ýòî k -ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êàì u, v ãðàññìàíèàíà G(k, n) . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïóòè pk(u, v) ,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè u, v ãðàññìàíèàíà G(k, n) , ðàññìîòðèì
ãðàññìàíèàí G(k, 2k) = G(k, U ⊕ V ) k -ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
2k -ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå U ⊕ V . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
ïóòü pk(u, v) äëèíû k ãðàññìàíèàíà G(k, U ⊕ V ) ñîäåðæèòñÿ
â ãðàññìàíèàíå G(k, n) .

Íå ñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ëþáîé ïóòü pk(u, v) äëèíû k èç G(k, n)
ñîäåðæèòñÿ â ãðàññìàíèàíå G(k, U ⊕ V ) . Òàê âñå ïóòè pk(u, v)
äëèíû k , ñîåäèíÿþùèå äâå òî÷êè u è v â X , ñîäåðæàòñÿ â
G(k, U ⊕ V ) .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå G(k, U ⊕ V ) ∩
⋂l
i=1 Yi ⊂ X . Ïî

òåîðåìå 2 ïðîñòðàíñòâî ïóòåé Pk(u, v) ïåðåñå÷åíèÿ G(k, U ⊕ V ) ∩⋂l
i=1 Yi íåïóñòî è ñâÿçíî. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî ïóòåé

Pk(u, v) â X íåïóñòî è ñâÿçíî. �
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4. Ðàâíîìåðíîñòü âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà

ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè â èíä-ãðàññìàíèàíå

Íà÷íåì ñ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ëèíåéíî
òðèâèàëüíûì, åñëè îãðàíè÷åíèå E íà ëþáóþ ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ èç X òðèâèàëüíî.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íà Pk , à
çíà÷èò è íà P∞ , òðèâèàëüíî ([15], Chapter 1, �3, Theorem 3.2.1).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü E - ðàññëîåíèå ðàíãà r íà ëèíåéíîì
èíä-ìíîãîîáðàçèè X . Òèï ðàñùåïëåíèÿ ðàññëîåíèÿ E íà
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé l ⊂ X - ýòî íàáîð ÷èñåë ri > 0 è ai ∈ Z ,
i = 1, ..., s , òàêîé, ÷òî

E|l ∼= r1OP1(a1)⊕ r2OP1(a2)⊕ . . . rsOP1(as)

è a1 > a2 > ... > as ,
∑s

i=1 ri = r .

Ðàññëîåíèå E íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè åãî îãðàíè÷åíèå
íà âñå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå èìååò îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà
ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G ðàâíîìåðíî.

4.1. Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11. Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçîâåì
1 -ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò
ñâÿçíàÿ öåïî÷êà ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ l1, ..., lk â X , ñîåäèíÿþùàÿ
x ñ y .
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Íàçîâåì X 2 -ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå ïðÿìûå èç X ìîãóò
áûòü ñâÿçàíû òàêîé öåïî÷êîé ïðÿìûõ l1, ..., lk , ÷òî ëþáàÿ ïàðà
(li, li+1) ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè P2 , ïðèíàäëåæàùåé X .

Îïðåäåëåíèå 1 -ñâÿçíîñòè è 2 -ñâÿçíîñòè òàê æå âåðíî è äëÿ
ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 7 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà:

Òåîðåìà 8. Ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè
â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå G 2 -ñâÿçíî.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî Õ ÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíûì.
Îïèøåì êðàòêî øàãè äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà.

Ïóñòü x, y äâå òî÷êè íà X . Ïîñòðîèì ïóòü, ñîñòîÿùèé èç
öåïî÷êè òàêèõ ïðÿìûõ íà X , ñîåäèíÿþùèõ x è y , ÷òî ëþáûå
äâå ñîñåäíèå ïðÿìûå èç ýòîé öåïî÷êè ëåæàò â íåêîòîðîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 ⊂ X . Òàêîé ïóòü ìû ïîëó÷èì êàê
ðåçóëüòàò ñëåäóþùèõ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àïïðîêñèìàöèé.

Ïåðâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Âíà÷àëå ïîñòðîèì öåïî÷êó
èç ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Pn â G , ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè x è y . Â ýòîé öåïî÷êå ïî îïðåäåëåíèþ ëþáûå äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà Pn ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò
â G . Îäíàêî ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà íå îáÿçàíû ëåæàòü è, òåì
áîëåå, ïåðåñåêàòüñÿ â X , òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííîé öåïî÷êè
ïîäïðîñòðàíñòâ ñ X ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì. ×èñëî n áóäåò
âûáðàíî òàêèì, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå êàæäîãî Pn èç ýòîé öåïî÷êè ñ
èíä-ìíîãîîáðàçèåì X áûëî 1 -ñâÿçíûì.

Âòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Pna è Pnb èç öåïî÷êè ëþáûå äâå
òî÷êè x ∈ Pna∩X è y ∈ Pnb∩X ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé ïðÿìûõ,
ëåæàùèõ â X . Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî X 1 -ñâÿçíî.

Òðåòüÿ (âååðíàÿ) àïïðîêñèìàöèÿ. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïðÿìûõ l, l′ èç öåïî÷êè, ïåðåñåêàþùèõñÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå z , íàéäåòñÿ íàáîð ïðÿìûõ l = l1, l2, ..., lm−1, lm = l′ ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç z , òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ïðÿìûå li, li+1 ëåæàò
â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè P2 ⊂ X . Âñòàâèâ òàêîé "âååð" ïðÿìûõ
ìåæäó êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ïàðîé ïðÿìûõ èç öåïî÷êè, ìû
ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî 1-ñâÿçíîñòè Õ

Òåîðåìà 9. Ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè
â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå G 1 -ñâÿçíî.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
ñòàòüè [2]. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó çäåñü áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì,
êîòîðûé òàê æå ïîìîæåò äîêàçàòü òåîðåìó 8. Òåîðåìà 9 ñîâìåùàåò â
ñåáå ïåðâûå äâå àïïðîêñèìàöèè, îïèñàííûå âûøå. Åå äîêàçàòåëüñòâî
îïèðàåòñÿ íà íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k, d) è n ≥ 2kd
âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X â Pn , âñå íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò êîðàçìåðíîñòü íå áîëüøå k è
ñòåïåíü íå áîëüøå d , ÿâëÿåòñÿ 1 -ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
À èìåííî, ÷òî ïðè n ≥ 2kd äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y â X ⊂ Pn
ñóùåñòâóþò ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå lx è ly , ëåæàùèå â X è
ñîäåðæàùèå x è y ñîîòâåòñòâåííî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ îáùèõ òî÷åê x, y ∈ X , òàê ÷òî ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè òî÷êè - ãëàäêèå â X . Òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå áóäåò âûòåêàòü èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 11. Ïóñòü X - íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Pn
êîðàçìåðíîñòè k è ñòåïåíè d , à x ∈ X - ãëàäêàÿ òî÷êà. Òîãäà
ðàçìåðíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ L(x) ⊂ X , çàìåòàåìîãî ïðÿìûìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç x , íå ìåíüøå n− dk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà ñòàíäàðòíà. Äàäèì íàáðîñîê åå
äîêàçàòåëüñòâà. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëåììó ìîæíî ñâåñòè
ê ñëó÷àþ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x ìíîãîîáðàçèå X ìîæíî çàäàòü ïåðåñå÷åíèåì
k ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè d . Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì â Pn k
îáùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ P1, ...,Pk ðàçìåðíîñòè k − 2 . Óñëîâèå
îáùíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåò ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ â Pn ,
êîòîðûå ïåðåñåêàþò îäíîâðåìåííî êàñàòåëüíóþ ïðîåêòèâíóþ
ïëîñêîñòü PxX è âñå ïîäïðîñòðàíñòâà P1, ...,Pk . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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Hi ãèïåðïîâåðõíîñòü â Pn , ÿâëÿþùóþñÿ êîíóñîì íàä X ñ öåíòðîì
â Pi . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Hi èìååò ñòåïåíü d , è, áîëåå òîãî,
â òî÷êå x ãèïåðïîâåðõíîñòè H1, ..., Hk òðàíñâåðñàëüíû è ãëàäêè.
Òðàíñâåðñàëüíîñòü ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îáùíîñòè íàáîðà
ïîäïðîñòðàíñòâ P1, ...,Pk . À òàê êàê X ⊂ H1 ∩ ... ∩ Hk , è
ìíîãîîáðàçèå H1 ∩ ... ∩ Hk ãëàäêî â x , ìû âûâîäèì, ÷òî
íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà H1 ∩ ... ∩ Hk , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x ,
ñîâïàäàåò ñ íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé X , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x
([7], Ãëàâà II, �2). Èòàê, òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àôôèííóþ îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x , ãäå X
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì F = 0 . Ïîëîæèì x = 0 , è ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå F = F1 + ... + Fd , ãäå Fi - îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè i îò àôôèííûõ êîîðäèíàò â Ux . Ïîíÿòíî, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå F1 = ... = Fd = 0 çàìåòàåòñÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç x = 0 . Åãî êîðàçìåðíîñòü íå áîëüøå d , òàê ÷òî ëåììà
äîêàçàíà. �

Ïóñòü òåïåðü x, y ∈ X - ãëàäêèå òî÷êè. Òîãäà èç ëåììû ñëåäóåò,
÷òî dim(L(x)) + dim(L(y)) ≥ n , à çíà÷èò L(x) ∩ L(y) 6= ∅ ∈ Pn ,
òî åñòü x è y ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé èç äâóõ ïðÿìûõ. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü Pl × Pm âëîæåíî ïî Ñåãðå â
P(l+1)(m+1)−1 . Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà (k, d) òàêèå,
÷òî 2kd < l , 2kd < m . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Y â P(l+1)(m+1)−1 , âñå íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò êîðàçìåðíîñòü íå áîëüøå k è
ñòåïåíü íå áîëüøå d , ìíîãîîáðàçèå Y ∩ Pl × Pm ÿâëÿåòñÿ
1 -ñâÿçíûì.

Âëîæåíèå Ñåãðå îïðåäåëåíî, íàïðèìåð, â ([19], Chapter 5, �5.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ïåðåñå÷åíèå Y ∩Pl×Pm .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1, p2 ïðîåêöèè Z íà Pl è Pm . Ïóñòü (x1, y1) è
(x2, y2) - ëþáûå äâå òî÷êè â Z . Ïîêàæåì, ÷òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
öåïî÷êîé ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì ñëîè p−11 (x1) è p−11 (x2) . Ïî ñîîáðàæåíèÿì
ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ p2(p

−1
1 (x1)) è p2(p

−1
1 (x2)) ïåðåñåêàþòñÿ

â Pm . Ïóñòü y - ýòî îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, òîãäà òî÷êè (x1, y)
è (x2, y) ëåæàò â Z .
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Èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî ñëîè ïðîåêöèé p1 : Z → Pl è p2 : Z →
Pm 1 -ñâÿçíû. Ïàðû òî÷åê ((x1, y1), (x1, y)) è ((x2, y2), (x2, y)) ëåæàò
â ñëîÿõ ïðîåêöèè p1 , à ïàðà òî÷åê ((x1, y), (x2, y)) ëåæèò â ñëîå
ïðîåêöèè p2 . Ïîýòîìó (x1, y1) è (x2, y2) ìîæíî ñâÿçàòü öåïî÷êîé
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç (x1, y) è (x2, y) . �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì
ïðåäëîæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü Pl × Pm âëîæåíî ïî Ñåãðå â P(l+1)(m+1)−1 ⊂
P(l+1)(m+1) . Ðàññìîòðèì êîíóñ C ⊂ P(l+1)(m+1) íàä ìíîãîîáðàçèåì
Ñåãðå. Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà (k, d) òàêèå, ÷òî 2kd < l ,
2kd < m . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y â P(l+1)(m+1) , âñå
íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò êîðàçìåðíîñòü íå
áîëüøå k è ñòåïåíü íå áîëüøå d , ìíîãîîáðàçèå Y ∩ C ÿâëÿåòñÿ
1 -ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, y - äâå òî÷êè íà
Y ∩ C . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè òî÷êè îáùèå, â ÷àñòíîñòè, ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x è y , íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà.
Ïåðåñå÷åì Y ∩ C ãèïåðïëîñêîñòüþ H , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x è y
è íå ñîäåðæàùåé âåðøèíó êîíóñà. Òàê êàê C ∩ H - ìíîãîîáðàçèå
Ñåãðå, òî ïåðåñå÷åíèå Z = Y ∩ (C ∩ H) áóäåò ìíîãîîáðàçèåì,
îïèñàííûì â ïðåäëîæåíèè 2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 1 -ñâÿçíûì ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ. �

Íàêîíåö, íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ëåììà.

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáîãî m è ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y íà G
ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Pm íà G ,
ñîåäèíÿþùàÿ x è y , â êîòîðîé ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãðàññìàíèàí G(k, n)
1-ñâÿçåí: íà G(k, n) ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ñâÿçàòü öåïî÷êîé
èç min(k, n − k) ïðÿìûõ, ñì. [2]. Â òî æå âðåìÿ, ëþáàÿ ïðÿìàÿ
íà G(k, n) ëåæèò â íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Pk−1 è Pn−k−1 ,
([6], ×àñòü 1, Ëåêöèÿ 6, Óïðàæíåíèå 6.9). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó
òîãî, ÷òî X 1 -ñâÿçíî. Ïóñòü d1, ..., dl - ñòåïåíè
èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòåé Y1, ...,Yl , è ïóñòü Y = ∩li=1Yi .
Ñîãëàñíî ìíîãîìåðíîé òåîðåìå Áåçó ([21], Chapter I, �7, Theorem
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7.7) äëÿ âñÿêîãî ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Pn (n > l ) âñå
íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ Pn ∩ Y èìåþò ñòåïåíü
íå áîëüøå d = d1 · ... · dl . Êðîìå òîãî, êîðàçìåðíîñòü âñåõ ýòèõ
êîìïîíåíò â Pn íå áîëüøå l . Ïîëîæèì N = 2ld1 · ... · dl .

Ïóñòü x è y - äâå òî÷êè íà X . Íàøà öåëü - ïîñòðîèòü öåïî÷êó
ïðÿìûõ íà X , ñîåäèíÿþùóþ x è y . Ñîãëàñíî ëåììå 12 ñóùåñòâóåò
öåïî÷êà èç ëèíåéíûõ ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ PN1 ,... PNi ,
ëåæàùèõ íà G , ñîåäèíÿþùàÿ x è y . Ïóñòü òî÷êè
x = x1, x2, ..., xi+1 = y íà G ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ýòîé
öåïî÷êè (òî åñòü PNj ñîäåðæèò xj è xj+1 , j = 1, ...i , 1 < j < i ).
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì òî÷êè xj äëÿ j 6= 1 è j 6= i+1 íå îáÿçàíû
ëåæàòü â X .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 10 äëÿ âñÿêîãî j ïåðåñå÷åíèå PNj ∩Y ÿâëÿåòñÿ
1 -ñâÿçíûì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåïî÷êè ïðîåêòèâíûõ
ïðÿìûõ, èäóùåé îò x = x1 äî xi+1 = y , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ âñÿêîãî j ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùàÿ
êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç PNj ∩Y ñ êàêîé-íèáóäü òî÷êîé èç PNj+1∩Y .
Âûâåäåì ïîñëåäíèé ôàêò èç ñëåäñòâèÿ 4.

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå Cj+1 âñåõ ïðÿìûõ íà G , ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó xj+1 . Ýòî îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä
ïðîèçâåäåíèåì P∞ × P∞ , âëîæåííûì ïî Ñåãðå. Áåçóñëîâíî, îáà
ïðîñòðàíñòâà PNj è PNj+1 ëåæàò â Cj+1 . Ïî ñëåäñòâèþ 4
ïðîñòðàíñòâî Cj+1 ∩ Y ÿâëÿåòñÿ 1 -ñâÿçíûì, ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáóþ ïàðó òî÷åê èç PNj ∩Y è PNj+1∩Y ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé
ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â Cj+1 ∩Y . �

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî 2-ñâÿçíîñòè Õ

Èç òåîðåìû 9 âûâåäåì òåîðåìó 8.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî X 2 -ñâÿçíî,
çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l, l′ íà X , ïåðåñåêàþùèõñÿ
â òî÷êå x , íàéäåòñÿ íàáîð ïðÿìûõ l = l1, l2, ..., ln−1, ln = l′ ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x , òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ïðÿìûå li, li+1 ëåæàò
â ïëîñêîñòè P2 , ñîäåðæàùåéñÿ â X . Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî áàçà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x ∈ X ,
1 -ñâÿçíà, è âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Äåéñòâèòåëüíî, áàçà
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ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x ∈ X , ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
âëîæåííîãî ïî Ñåãðå P∞ × P∞ ñ áàçîé ñåìåéñòâà ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x íà Y , à ïîñëåäíÿÿ áàçà èìååò êîíå÷íóþ
êîðàçìåðíîñòü è ñòåïåíü.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêóþ öåïî÷êó ïðÿìûõ íà X ìîæíî äîïîëíèòü,
âñòàâèâ âååð ïðÿìûõ â êàæäóþ âåðøèíó öåïî÷êè. Ýòî äîêàçûâàåò
2 -ñâÿçíîñòü. �

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîñòè ðàññëîåíèÿ Å

Íàêîíåö, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 7, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ
èíôîðìàöèÿ î ñõåìàõ Ôàíî (ñì. [8]) ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé â Pn . Ìû
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó è ñëåäñòâèÿ èç íåå.

Ëåììà 13. Ïóñòü Y1, ..., Yl - ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíåé d1, ..., dl
â Pn . Ïóñòü Y = Y1 ∩ ... ∩ Yl è Pk - ïîäïðîñòðàíñòâî â Y . Òîãäà
åñëè

n− k − 1 >
l∑

i=1

(
di + k

di − 1

)
,

òî ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Pk+1 ⊂ Y òàêîå, ÷òî Pk ⊂
Pk+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà Y ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d .

Ââåäåì íà Pn êîîðäèíàòû (x0 : ... : xk : xk+1 : ... : xn) òàê,
÷òî Pk çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé xk+1 = ... = xn = 0 . Âñå
(k + 1) -ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò Pk , çàìåòàþò
ïðîåêòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Pn−k−1 . Ïðè ýòîì (xk+1 : ... : xn) -
îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â Pn−k−1 .

Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí fd ñòåïåíè d îò (x0 : ... : xn)
îáðàùàåòñÿ â íîëü íà Pk . Ìû äîêàæåì, ÷òî fd îáíóëÿåòñÿ òàêæå
íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàícòâå Pk+1 , ñîäåðæàùåì Pk .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I = (i0, ..., ik) ∈ Zk+1
+ íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 ≤
∑

j ij ≤ d − 1 . Òîãäà ìîæíî
çàïèñàòü fd â ñëåäóþùåì âèäå:
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fd =
∑

I=(i0,...,ik)

xi00 ...x
ik
k fI(xk+1, ..., xn),

ãäå fI - îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d−
∑

j ij îò (xk+1 : ... : xn) .

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì â Pn−k−1 ïåðåñå÷åíèå
(
d+k
d−1
)

ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñ óðàâíåíèÿìè fI = 0 . Ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, òàê
êàê n− k − 1 >

(
d+k
d−1
)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïîäïðîñòðàíñòâà Pk è ëþáîé
òî÷êè â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé äàåò èñêîìîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Pk+1 . �

Èç ýòîé ëåììû, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü Y1, ...,Yl - èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíåé
d1, ..., dl â P∞ . Ïóñòü Y = Y1∩ ...∩Yl , è Pk - ïîäïðîñòðàíñòâî â
Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîåêòèâíîå èíä-ïðîñòðàíñòâî P∞ ⊂
Y , ÷òî Pk ⊂ P∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ î÷åâèäíî. Èç ñëåäñòâèÿ 5
âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ âñÿêîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 ⊂ X
ñóùåñòâóåò P∞ ⊂ X òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî P2 ⊂ P∞ .
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ðàññëîåíèå E íà X
ðàñùåïëÿåòñÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà ëþáóþ ïëîñêîñòü P2 ⊂ X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî
èç ñëåäñòâèÿ 5. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ ïëîñêîñòü P2 ⊂ X ëåæèò â
íåêîòîðîì P∞ â G .

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïî òåîðåìå Áàðòà, Âàí
äå Âåíà [9] è Òþðèíà [20]. �

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâíîìåðíîñòè ðàññëîåíèÿ E
íà èíä-ìíîãîîáðàçèè X .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Ëþáûå äâå ïðÿìûå íà X ìîæíî
ñîåäèíèòü öåïî÷êîé ïëîñêîñòåé P2 , ëåæàùèõ â X , â êîòîðîé
ñîñåäíèå P2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé. Ïî ñëåäñòâèþ 6 ðàññëîåíèå

37



E ðàñùåïëÿåòñÿ íà âñÿêîé ïëîñêîñòè P2 ⊂ X , ïîýòîìó íà âñÿêîé
ïëîñêîñòè P2 ðàññëîåíèå E èìååò îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ
ïðè îãðàíè÷åíèè íà âñå ïðÿìûå â ïëîñêîñòè P2 . Îòñþäà âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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5. Ðàñùåïëåíèå âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

êîíå÷íîãî ðàíãà íà X

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ãëàâíîé òåîðåìû.

Äëÿ íà÷àëà äàäèì êðàòêèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

1. Ìû äîêàæåì, ÷òî â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E åñòü ôëàã
ïîäðàññëîåíèé 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ Fs = E , òàêèõ,
÷òî êàæäîå èç ôàêòîð-ðàññëîåíèé Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé
ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà O(ai) äëÿ 1 ≤ i ≤ s .

2. Çàòåì ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíî
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íà X ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.

3. Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî ðàññëîåíèå E ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó
⊕iFi/Fi−1 . Çäåñü ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Êîäàèðû
îá îáðàùåíèè â íîëü.

5.1. Ïîñòðîåíèå ôëàãà ïîäðàññëîåíèé â E

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì ôëàã ïîäðàññëîåíèé â âåêòîðíîì
ðàññëîåíèè E êîíå÷íîãî ðàíãà r íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X ⊂ G
êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè.

Ïðåæäå ÷åì äåëàòü ýòî ôîðìàëüíî, ìû îïèøåì ãëàâíóþ èäåþ.

Âûáåðåì òî÷êó x ∈ X è ðàññìîòðèì ñëîé Ex ðàññëîåíèÿ E íàä
x .

Äëÿ âñÿêîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé l , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x ,
ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà ([15], Chapter 1, �2, Theorem 2.1.1)
â îãðàíè÷åíèè E|l èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ôëàã ïîäðàññëîåíèé
0 = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fs = E|l .

Òàêèì îáðàçîì, â Ex âîçíèêàåò ôëàã ïîäïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì F(x, l) . Àïðèîðè ôëàã F(x, l) ìîæåò çàâèñåòü
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îò ïðÿìîé l , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x , íî ìû äîêàæåì, ÷òî ýòîãî íå
ïðîèñõîäèò.

Ïóñòü Bm(x) - áàçà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà Xm ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïðèâåäåííàÿ ñõåìà.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå èç Bm(x) â ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ
Ex , ñîïîñòàâëÿþùåå ïðÿìîé l ⊂ Bm(x) ôëàã F(x, l) , ÿâëÿåòñÿ
ìîðôèçìîì äëÿ âñÿêîãî m . Ïîñëå ÷åãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáîãî d ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M := M(d) ,
÷òî äëÿ âñÿêîãî m > M âñÿêèé ìîðôèçì èç Bm(x) â ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé d ïîñòîÿíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11

Íà÷íåì ñ àíàëèçà áàçû Bm(x) . Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ i = 1, ..., l
÷èñëî deg Yi,m = di , m ≥ 1 , îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ãèïåðïîâåðõíîñòè
Yi,m . Îáîçíà÷èì PNm−2

x ïðîåêòèâèçèðîâàííîå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå x ê ïëþêêåðîâîìó ïðîñòðàíñòâó PNm−1 .

Ïðåäëîæåíèå 3. Bm(x) çàäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì Pkm−1×Pnm−km−1
ñ
∑

i di ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè èç PNm−2
x , ñòåïåíè êîòîðûõ

íå áîëüøå maxi(di) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êó x íà ãðàññìàíèàíå G(km, nm) , åñòü Pkm−1 × Pnm−km−1 .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ëåæàùèõ íà Yi,m è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x , ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì di
ãèïåðïîâåðõíîñòåé â PNm−2

x .

Ââåäåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (z0 : z1 : ...) íà PNm−1 . Ïóñòü
x = (1 : 0 : .. : 0) , òîãäà (z1 : z2 : ...) ýòî îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íà
PNm−2
x . Çàïèøåì óðàâíåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè Yi,m â âèäå

F = Fdi(z1 : z2 : ...)+z0Fdi−1(z1 : z2 : ...)+...+zdi−10 F1(z1 : z2 : ...) = 0,

òîãäà ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ èç Yi,m , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x , çàäàåòñÿ
â PNm−2

x ñèñòåìîé di óðàâíåíèé

Fdi(z1 : z2 : ...) = Fdi−1(z1 : z2 : ...) = ... = 0

ñòåïåíåé di, di − 1, ..., 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî äîêàçûâàåò
íàøå óòâåðæäåíèå. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî d
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ âñÿêîãî m > M âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) Ìíîãîîáðàçèå Bm(x) ÿâëÿåòñÿ 1 -ñâÿçíûì. Ýòî ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 2 âìåñòå ñ ïðåäëîæåíèåì 3.

2) Âñÿêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íà Bm(x) ñîäåðæèòñÿ
â ïðîåêòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Pd ⊂ Bm(x) ðàçìåðíîñòè d .
Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 13.

Èç óñëîâèé 1) è 2) ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç Bm(x)
â ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ìåíüøå d áóäåò îòîáðàæåíèåì
â òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ ïðÿìàÿ èç Bm(x) îòîáðàçèòñÿ
â òî÷êó, òàê êàê ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Pd (êîòîðîå, â ñâîþ
î÷åðåäü, îòîáðàçèòñÿ â òî÷êó) ([21], Chapter II, § 7, ex. 7.3.(à)). À
òàê êàê ëþáûå äâå òî÷êè íà Bm(x) ñâÿçàíû öåïî÷êîé ïðÿìûõ, òî è
âñå Bm(x) îòîáðàçèòñÿ â òî÷êó. �

Ñòàíäàðòíà ëåììà

Íà÷íåì ñî ñòàíäàðòíîãî ôàêòà.

Ëåììà 14. Ïóñòü X , Y , Z - ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ è Y
ãëàäêî. Ïóñòü äàíû ñþðüåêòèâíûé ìîðôèçì p : X → Y è ìîðôèçì
π : X → Z òàêèå, ÷òî ñëîè ìîðôèçìà p ëåæàò â ñëîÿõ ìîðôèçìà
π . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì f : Y → Z , ÷òî f ◦ p = π .

X
p //

π
��

Y

f~~
Z

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : X → Y × Z ,
φ(x) = (p(x), π(x)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç p′ , π′ ïðîåêöèè ìíîãîîáðàçèÿ
Y × Z íà Y è Z ñîîòâåòñòâåííî.

X
p //

π
�� φ ##

Y

Z Y × Z
π′

oo

p′

OO

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ p′ : φ(X) → Y ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
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([7], ãëàâà II, § 4, òåîðåìà 2), òàê êàê ïðîåêöèÿ p′ ÿâëÿåòñÿ
áèåêòèâíûì ìîðôèçìîì è ïî óñëîâèÿì ëåììû Y ãëàäêî. Èñêîìûé
ìîðôèçì f : Y → Z çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé f = π′ ◦ p′−1 . �

Âûäåëåíèå ôëàãà ïîäðàññëîåíèé â ðàññëîåíèè E íà Xm

Òåïåðü ìû íà÷íåì âûäåëåíèå ôëàãà ïîäðàññëîåíèé. Ïóñòü Bm

áàçà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà Xm . Ðàññìîòðèì ãðàôèê èíöèäåíòíîñòè

Γm = {(x, l) ∈ Xm ×Bm|x ∈ l},

êàê ïðèâåäåííóþ ñõåìó. Îáîçíà÷èì pm : Γm → Xm , ãäå ìîðôèçì
pm : (x, l) 7→ x .

Íàïîìíèì, ÷òî E|Xm
= Em , ðàíã ðàññëîåíèÿ Em ðàâåí r . Ñëîé

íàä êàæäîé òî÷êîé x ∈ Xm áóäåì îáîçíà÷àòü Em(x) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ðàññëîåíèå Em ðàâíîìåðíî. Çíà÷èò, äëÿ
ëþáîé ïðÿìîé l ∈ Bm èìååì îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ

Em|l = r1OP1(a1)⊕ r2OP1(a2)⊕ ...⊕ rsOP1(as),

a1 > a2 > ... > as,

s∑
i=1

ri = r,

ri è ai íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðÿìîé.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü X = lim−→Xm - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå
êîðàçìåðíîñòè l â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå G . Äëÿ ∀m ≥ 1
è ðàññëîåíèÿ Em íà Xm ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäðàññëîåíèé

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fs = Em

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé l ∈ Bm

Fi|l = r1OP1(a1)⊕ . . .⊕ riOP1(ai), 1 ≤ i ≤ s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ m
áîëüøèõ êîíñòàíòû M(r

2

4 ) èç òåîðåìû 11. Îáîçíà÷èì E(1) := Em .
Ïóñòü

Gr(r1, E(1)) =
⋃
x∈Xm

G(r1, E(1)(x))

- ãðàññìàíèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ E(1) , ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé
ϕ1 : Gr(r1, E(1)) → Xm , ãäå ϕ1 : (x, V r1) 7→ x , V r1 - r1 -ìåðíîå
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âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â E(1)(x) . Íàøåé çàäà÷åé áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ïîñòðåíèå ñå÷åíèÿ f1 : Xm → Gr(r1, E(1)) ðàññëîåíèÿ ϕ1 .

Ðàññìîòðèì ìîðôèçì π1 : Γm → Gr(r1, E(1)) , ãäå π1 : (x, l) 7→
(x, r1OP1(a1)|x) .

Ïîêàæåì, ÷òî ñëîè ìîðôèçìà pm : (x, l) 7→ x ëåæàò â ñëîÿõ
ìîðôèçìà π1 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Xm

ñëîé p−1m (x) ìîðôèçìà pm èçîìîðôåí áàçå ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà
Xm , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x . Ìîðôèçì π1 îòîáðàæàåò p−1m (x) â
Gr(r1, E(1)(x)) , è ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì â òî÷êó

ïî òåîðåìå 11, òàê êàê dimGr(r1, E(1)(x)) < r2

4 .

Ðàññìîòðèì äèàãðàììó:

Γm
pm //

π1
��

Xm
f1

xx

Gr(r1, E(1))
ϕ1

CC

Ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ f1 ïðîåêöèè ϕ1 ñëåäóåò èç ëåììû 14, â
êîòîðîé ìû ïîëàãàåì X = Γm , Y = Xm , Z = Gr(r1, E(1)) , p = pm ,
π = π1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr1 òàâòîëîãè÷åñêîå r1 -ìåðíîå ïîäðàññëîåíèå
â ϕ∗1E(1) . Ïðèìåíÿÿ ê ìîíîìîðôèçìó ðàññëîåíèé

τ1 : Sr1 −→ ϕ∗1E(1)

ôóíêòîð f ∗1 , ïîëó÷èì ìîíîìîðôèçì ðàññëîåíèé

f ∗1 τ1 : f ∗1Sr1 → E(1).

Îáîçíà÷èì E(2) = E(1)/f∗1Sr1
, è ðàññìîòðèì ãðàññìàíèçàöèþ

Gr(r2, E(2)) =
⋃
x∈Xm

G(r2, E(2)(x))

ðàññëîåíèÿ E(2) .

Èìååì äèàãðàììó

Γm
pm //

π2
��

Xm
f2

xx

Gr(r2, E(2))
ϕ2

CC ,
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â êîòîðîé ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà f2 ñëåäóåò èç ëåììû 14, ïî òîé
æå ïðè÷èíå, ÷òî è ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà f1 . Ðàññóæäàÿ, êàê è
âûøå, ïîëó÷èì âëîæåíèå

f ∗2 τ2 : f ∗2Sr2 � E(2).

Îáîçíà÷èì
E(3) = E(2)/f∗2Sr2

.

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýïèìîðôèçìîâ ðàññëîåíèé:

E(1) � E(2) � . . .� E(s+1),

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðàññëîåíèé â E(1) :

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fs = E(1)

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé l ∈ Bm

Fi|l ∼= r1OP1(a1)⊕ . . .⊕ riOP1(ai), 1 ≤ i ≤ s.

�
Ñëåäñòâèå 7. Âñÿêîå ðàññëîåíèå Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé
ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå OXm

(ai) .

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ öåïî÷êè ïîäðàññëîåíèé
ðàññëîåíèÿ Em ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå Fi/Fi−1 íà ëþáóþ
ïðÿìóþ l ∈ Bm ðàâíî riOP1(ai) äëÿ 1 ≤ i ≤ s . Ýòî òî æå ñàìîå,
÷òî è ëèíåéíàÿ òðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ Fi/Fi−1 ⊗OXm

(−ai) .
Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðåìå 12 ïîäðàññëîåíèÿ Fi ðàññëîåíèÿ
Em îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 èìååò
êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåííóþ ôèëüòðàöèþ 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂
... ⊂ Fs = Em òàêóþ, ÷òî Fi/Fi−1 èçîìîðôíî riOXm

(ai) , ãäå
a1 > a2 > ... > as .

Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü ôëàãà ïîäðàññëîåíèé 0 = F0 ⊂ F1 ⊂
F2 ⊂ ... ⊂ Fs , ïîñòðîåííîãî â òåîðåìå 12, îò m è ëèíåéíîñòü
èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X = lim−→Xm ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå
èç òåîðåìû 12.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G , E - ðàâíîìåðíîå ðàññëîåíèå íà X . Òîãäà
ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäðàññëîåíèé

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fs = E

òàêèõ, ÷òî êàæäîå ôàêòîð-ðàññëîåíèå Fi/Fi−1 äëÿ 1 ≤ i ≤ s
ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
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5.2. Ëèíåéíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû,
êîòîðàÿ äàåò êðèòåðèé òðèâèàëüíîñòè ëèíåéíî òðèâèàëüíûõ
ðàññëîåíèé íà 1 -ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè (ñìîòðè òåîðåìó 14).

Ïóñòü X - íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, E - âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íà íåì. Ïóñòü Y - áàçà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà X . Ïóñòü
Z ⊂ Y × X - óíèâåðñàëüíàÿ ïðÿìàÿ. Îáîçíà÷èì π è p ïðîåêöèè
èç Z â Y è â X ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî π : Z → Y åñòü
P1 -ðàññëîåíèå. Ðàññìîòðèì ñõåìó

Z1 = Z ×Y Z.

Îíà ïàðàìåòðèçóåò ïðÿìûå íà X ñ ïàðîé âûäåëåííûõ òî÷åê íà
íèõ. Ïóñòü p1, p2 : Z1 → X - êîìïîçèöèè ïðîåêöèé pr1, pr2 : Z1 →
Z ñ îòîáðàæåíèåì p : Z → X . Äàëåå ìû îïðåäåëèì èíäóêòèâíî
ìíîãîîáðàçèå

Zn+1 = Zn ×X Z1,

ñ ïðîåêöèÿìè p1 : Z1 → X è pn+2 : Zn+1 → X , ïîñðåäñòâîì
äèàãðàììû.

Zn+1

|| ""

p1





pn+2

��

Zn
p1

~~

pn+1

##

Z1
p1

||

p2

  
X X X

Äëÿ òî÷êè x ∈ X ïîëîæèì

Zn(x) := p−11 (x).
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Ïðîåêöèþ Zn(x) → X , èíäóöèðîâàííóþ ïðîåêöèåé pn+1 : Zn →
X , îáîçíà÷èì fx,n .

Ëåììà 15. Ïóñòü E - ëèíåéíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íà X . Òîãäà íà Z1 ìû èìååì èçîìîðôèçì p∗1E

∼= p∗2E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
p∗E íà Z . Ïîñêîëüêó E ëèíåéíî òðèâèàëüíî, îíî òðèâèàëüíî
íà âñåõ ñëîÿõ π : Z → Y . Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ
P1 -ðàññëîåíèåì, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî p∗E ∼= π∗F äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ F íà Y . Òåïåðü ðàññìîòðèì äèàãðàììó.

Z1
q1

~~

q2

  

p1

��

p2

��

Z
p

~~

π

  

Z
π

~~

p

  
X Y X

Ìû èìååì

p∗1E = q∗1p
∗E ∼= q∗1π

∗F ∼= q∗2π
∗F ∼= q∗2p

∗E ∼= p∗2E,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. �

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí ðåçóëüòàò.

Ëåììà 16. Åñëè E ëèíåéíî òðèâèàëüíî, òîãäà äëÿ êàæäîãî n > 0
ðàññëîåíèå f ∗x,nE íà Zn(x) òðèâèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n . Äëÿ n = 1 ìû
èìååì

f ∗x,1E = (p∗2E)|Z1(x)
∼= (p∗1E)|Z1(x)

∼= Ex ⊗OZ1(x)

ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ Z1(x) ⊂ Z1
p1−→ X ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òî÷êó

x . Ýòî äîêàçûâàåò áàçó èíäóêöèè.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n .
Òîãäà äëÿ n+ 1 ðàññìîòðèì äèàãðàììó
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Zn+1(x)

qnyy qn+1
##

fx,n+1

��

Zn(x)

fx,n &&

Z1

p1
zz

p2   
X X

Ìû èìååì

f ∗x,n+1E = q∗n+1p
∗
2E
∼= q∗n+1p

∗
1E
∼= q∗nf

∗
x,nE

∼= q∗nO⊕rZn(x)
∼= O⊕rZn+1(x)

,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. �

Â çàâåðøåíèè ýòîãî ïàðàãðàôà äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íîðìàëüíî, è äëÿ íåêîòîðîãî
n > 0 è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X îòîáðàæåíèå fx,n : Zn(x)→
X äîìèíàíòíî è èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òîãäà ëþáîå ëèíåéíî
òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà X òðèâèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fx,n
äîìèíàíòíî è èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òîãäà (fx,n)∗OZn(x)

∼= OX ,
ïîñêîëüêó X íîðìàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè,
èìååì

(fx,n)∗f
∗
x,nE

∼= E ⊗ (fx,n)∗OZn(x)
∼= E ⊗OX ∼= E.

Íàêîíåö, ïî ëåììå 15 ìû èìååì f ∗x,nE
∼= O⊕rZn(x)

. Òàêèì îáðàçîì,

(fx,n)∗f
∗
x,nE

∼= (fx,n)∗O⊕rZn(x)
∼= O⊕rX .

Ñîâìåùàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî E òðèâèàëüíî. �

5.3. Ðàñùåïëåíèå ðàññëîåíèÿ E

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñùåïëåíèÿ ðàññëîåíèÿ E íà
èíä-ìíîãîîáðàçèè X ìû ïðèìåíèì òåîðåìó Êîäàèðû îá îáðàùåíèè
â íîëü ([13], Chapter 1, �2) è íåêîòîðûå äðóãèå, õîðîøî èçâåñòíûå,
ôàêòû.
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Òåîðåìà 15 (Êîäàèðà). Ïóñòü X - ãëàäêîå êîìïëåêñíîå
ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è L - îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
íà íåì. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî q > 0 èìååì Hq(X,KX ⊗ L) = 0 ,
ãäå KX - êàíîíè÷åñêèé êëàññ.

Íàïîìíèì ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé ôàêò:

Òåîðåìà 16. Ïóñòü X - êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå,
E - âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà íåì è F - âåêòîðíîå ïîäðàññëîåíèå
E . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1((E/F )∗⊗F ) = 0 , òîãäà E ∼= F ⊕E/F .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà äëÿ KX , ãäå X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå
ãðàññìàíèàíà G(k, n) .

Ëåììà 17. Ïóñòü X - ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ
ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì ãðàññìàíèàíà G(k, n) ñ êîíå÷íûì íàáîðîì
ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Y1, . . . , Yl ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòåïåíÿìè d1, ..., dl , d =

∑k
i=1 dl . Òîãäà êàíîíè÷åñêèé êëàññ

KX = KG(k,n) ⊗O(d1 + ...+ dl) = O(d− n) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû
ïðèñîåäèíåíèÿ è ôîðìóëû äëÿ êàíîíè÷åñêîãî êëàññà ãðàññìàíèàíà
KG(k,n) = OG(k,n)(−n) . �

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå X òàêîå æå êàê â ïðåäûäóùåé
ëåììå. Ðàññìîòðèì íà X ðàññëîåíèå L = O(r) . Åñëè r > d − n ,
òî H1(L) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ KX è òåîðåìó
Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íîëü, ïîëó÷àåì

H1(X,L) = H1(X, (L⊗K∗X)⊗KX) = H1(X,O(r−d+n)⊗KX) = 0,

ãäå O(r − d+ n) îáèëåí. �

Çàìå÷àíèå 3. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî
ãèïåðïîâåðõíîñòåé l < dimG(k, n) − 2 (ò.å. dimX > 2 ),
ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î ãèïåðïëîñêîì ñå÷åíèè ([14], Chapter 3, �3.1,
Theorem 3.1.17) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Pic(X) = Pic(G(k, n)) =
Z . Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X èçîìîðôíî
O(a) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà a .
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Òåîðåìà 17. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G è E - âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà íåì. Ïóñòü
0 = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fs = E - ôëàã ïîäðàññëîåíèé òàêèõ, ÷òî
ðàññëîåíèå Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé òðèâèàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå äëÿ âñÿêîãî 1 ≤ i ≤ s .
Òîãäà E = ⊕iFi/Fi−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò M ∈ Z òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî m > M îãðàíè÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
E íà Xm ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ⊕iFi/Fi−1|Xm

ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäðàññëîåíèé íà Xm . À èìåííî, âûáåðåì M òàêèì, ÷òî
d − nM < 0 . Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî i , ÷òî ðàñùåïëåíèå
Fi|Xm

=
∑

1≤j≤i rjO(aj) , aj−1 > aj . Äëÿ i = 1 ýòî âåðíî ïî
óñëîâèþ òåîðåìû è âûøåïðèâåäåííîìó çàìå÷àíèþ. Ïóñòü äîêàçàíî,
÷òî Fi−1|Xm

=
∑

1≤j≤i−1 rjO(aj) , aj−1 > aj . Ðàññëîåíèå Fi|Xm

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ðàññëîåíèÿ Fi−1|Xm
ïðè ïîìîùè riO(ai) .

Äîêàæåì, ÷òî Fi|Xm
ðàñùåïëÿåòñÿ. Ïðèìåíèì òåîðåìó 16. Íàì

äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî

H1(riO(−ai)⊗
∑

1≤j≤i−1
rjO(aj)) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8, òàê
êàê aj − ai > 0 > d− nM äëÿ ëþáîãî j ≤ i . �

5.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ïîñêîëüêó âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ðàâíîìåðíî, ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü òåîðåìó 13. Òîãäà êàæäîå ôàêòîð-ðàññëîåíèå Fi/Fi−1
äëÿ 1 ≤ i ≤ s ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ.

Ïîëîæèì â òåîðåìå 14 n = km è ïðèìåíèì ê X = Xm - ïîëíîìó
ïåðåñå÷åíèþ â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå G(km, nm) . Òîãäà ñëîåì
îòîáðàæåíèÿ fx,km íàä òî÷êîé y ∈ Xm ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïóòåé
äëèíû km íà Xm , íà÷èíàþùèõñÿ â x è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â y .
Ïîëîæèì â ñëåäñòâèè 3 X = Xm . Íàïîìíèì, ÷òî Xm = G(km, nm)∩⋂l
i=1 Yi,m . Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m òàêèõ, ÷òî km è nm
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óäîâëåòâîðÿþò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó 2
∑

i(di + 1) ≤ km
2 ≤ [nm4 ] ,

ãäå di = deg Yi,m , ïðîñòðàíñòâî ïóòåé Pkm(x, y) , ñîåäèíÿþùèõ
ëþáûå äâå òî÷êè x, y íà ìíîãîîáðàçèè Xm , íåïóñòî è ñâÿçíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñëîè îòîáðàæåíèÿ fx,km íåïóñòû è ñâÿçíû, â
÷àñòíîñòè, fx,km äîìèíàíòíî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Xm âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 14.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íà X òðèâèàëüíî. À çíà÷èò, êàæäîå Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ
ïîäêðóòêîé òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå.

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 17, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññëîåíèå E
ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû: E = ⊕iFi/Fi−1 .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �
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6. Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî ðàñùåïèìîñòè ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà
íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G(∞) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî
ðåçóëüòàòà áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî ïðîñòðàíñòâî ïóòåé
íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ â ãðàññìàíèàíàõ. Ýòî ïîçâîëèëî
íàì ïîëó÷èòü êðèòåðèé òðèâèàëüíîñòè ëèíåéíî òðèâèàëüíûõ
ðàññëîåíèé íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Òåìàòèêà äàííîé ðàáîòû äîïóñêàåò ðàçâèòèå â äâóõ
ìíîãîîáåùàþùèõ íàïðàâëåíèÿõ.

1. Áûëî áû èíòåðåñíî îáîáùèòü òåîðåìó 2 î íåïóñòîòå è
ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïóòåé â ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ îáû÷íîãî
ãðàññìàíèàíà íà ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â èçîòðîïíûõ ãðàññìàíèàíàõ.
Òàêîé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë áû äîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíûå
ðàññëîåíèÿ íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè
â èçîòðîïíîì èíä-ãðàññìàíèàíå ðàñùåïëÿþòñÿ.

2. Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíî äîêàçàòü àíàëîã ãèïîòåçû
Õàðòñõîðíà äëÿ G(∞) : âñÿêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè â G(∞) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì. Ýòî
óñèëèëî áû îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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