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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÏîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Êî-íå÷íûìè SR-ãðóïïàìè (îò àíãëèéñêîãî simply reducible, òî åñòü ¾ïðî-ñòî ïðèâîäèìûìè¿) íàçûâàþòñÿ ãðóïïû, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ñî-ïðÿæåíû ñî ñâîèìè îáðàòíûìè è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõäâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîòîðûõ ñîäåðæèò êàæäîå ïðåä-ñòàâëåíèå íå áîëåå îäíîãî ðàçà (ñâîéñòâî ïðîñòîé ïðèâîäèìîñòè).Êëàññ SR-ãðóïï âïåðâûå áûë ââåäåí â ðàññìîòðåíèå ëàóðåàòîì Íî-áåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå Þäæèíîì Âèãíåðîì â ðàáîòàõ [9] è[10], â ñâÿçè ñ èíòåðïðåòàöèåé íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Âèãíåðïîêàçàë (ñì. [6], �5.8, ñòð. 184), ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ïðèíàä-ëåæíîñòü ê êëàññó SR-ãðóïï ýêâèâàëåíòíà îáðàùåíèþ â ðàâåíñòâîñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï:
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|CG(g)|2, (∗)ãäå |M | � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M , √g = {x ∈ G | x2 = g}, CG(g) �öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ êîíå÷íûõ SR-ãðóïïñîñòàâëÿþò â òî÷íîñòè òå ãðóïïû, êîòîðûå îáðàùàþò íåðàâåíñòâî
(∗) â ðàâåíñòâî. Â êíèãå [2], ñòð. 250-251, À. È. Êîñòðèêèí, â êà-÷åñòâå íåðåøåííîé ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î SR-ãðóïïàõñëåäóþùèì îáðàçîì:Âîïðîñ 1.Êàê âûðàçèòü â îáùåì ïðèíàäëåæíîñòü ê SR-êëàññóâ òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ãðóïïû?Â Êîóðîâñêîé òåòðàäè Ñ. Ï. Ñòðóíêîâûì áûë ïîñòàâëåí ñëåäó-þùèé âîïðîñ (ñì. [3], ñòð. 61, âîïðîñ 11.94):Âîïðîñ 2. Áóäóò ëè SR-ãðóïïû ðàçðåøèìû?Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ SR-ãðóïï ê àë-ãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå. Íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâèå Ìàêêè, ñì.[10], ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ïðåäñòàâëåíèþ ρ ãðóïïû G, íåêîòîðûéãðàô ïðåäñòàâëåíèÿ Γρ, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü {ρ1, ..., ρt} � íà-áîð íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G. Ãðàô Γρ = Γρ(G) �ýòî ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {ρ1, ..., ρt} è ñ mjk (íàïðàâëåííû-ìè) ðåáðàìè èç ρj ê ρk, ãäå ρ ⊗ ρj =

⊕
k mjkρk. Ïðè ýòîì, ãðàôûòî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé SR-ãðóïï áóäóò ñâÿçíûìè, ñàìîäóàëüíûìè èáåç êðàòíûõ ðåáåð, ÷òî ìîæåò èìåòü êîìáèíàòîðíûé ñìûñë. Äàëåå,3



èìååòñÿ ÿâíàÿ ïàðàëëåëü ìåæäó îïðåäåëåíèåì SR-ãðóïïû è îïðåäå-ëåíèåì êîììóòàòèâíîé ñèììåòðè÷íîé ñõåìû îòíîøåíèé, ñâÿçàííîé ñùåäðî òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê (ïîäðîáíî ñì. [1], ïðèìåð2.1(1), ñòð. 63, à òàêæå çàìå÷àíèå (2) ñòð. 116). Âîïðîñ îá îðáèòíûõêîäàõ, ñâÿçàííûõ ñ SR-ãðóïïàìè, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.Â ðàáîòå [5] Ñ. Ï. Ñòðóíêîâ èññëåäîâàë ñâÿçü ìåæäó öåëûìè èïîëóöåëûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè SR-ãðóïï. Ïðåäñòàâëåíèå SR-ãðóïïûíàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè îíî ðåàëèçóåòñÿ â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåëè ïîëóöåëûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè SR-ãðóïïà
G èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëóöåëîå ïðåäñòàâëåíèå, òî öåíòð ãðóïïû
G íåòðèâèàëåí è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïîé. Ñ. Ï.Ñòðóíêîâ ïîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ ïîëóöåëàÿ SR-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðàñ-øèðåíèåì ãðóïïû ïîðÿäêà äâà, ïðè ïîìîùè SR-ãðóïïû, âñå ïðåä-ñòàâëåíèÿ êîòîðîé öåëûå. Â ðàáîòå [8] Âàí Çàíòåíîì èññëåäîâàëèñü÷èñëà ðåøåíèé íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â SR-ãðóïïàõ.Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ SR-ãðóïï.Ìåòîäû ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêà-çàòåëüñòâ òåîðèè ãðóïï è òåîðèè õàðàêòåðîâ, â òîì ÷èñëå òåîðåìàÊëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëå-íèé â ðÿäå ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
GAP, [7].Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-þòñÿ íîâûìè. Ãëàâíûå èç íèõ:1. ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè êî-íå÷íûõ SR-ãðóïï ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îòñóòñòâèÿ óãðóïïû êîìïîçèöèîííûõôàêòîðîâ, èçîìîðôíûõ çíàêîïåðåìåí-íûì ãðóïïàì A5 èëè A6. Ïðè÷åì ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ èäëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ASR-ãðóïï. Òåì ñàìûì (÷àñòè÷íî)ïîëîæèòåëüíî ðåøåí âîïðîñ 11.94 Êîóðîâñêîé òåòðàäè, [3];2. ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ áèïðèìàðíûõ SR-ãðóïï (ïîðÿäêà

2npm) íåêîòîðûõ êëàññîâ ïî ìîäóëþ ïîäãðóïïû Ôðàòòèíè, ñðå-äè íèõ: ãðóïïû ñ öèêëè÷åñêîé p-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé, ãðóïïûñ äèýäðàëüíîé 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé, à òàêæå ñâåðõðàçðåøè-ìûå ãðóïïû ñ n 6 4;3. îïðåäåëåíî ñòðîåíèå SR-ãðóïï ìàëûõ ïîðÿäêîâ è âûäåëåíûâàæíûå ñåðèè SR-ãðóïï.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèòòåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðè-4



ìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è èõ ïðåäñòàâ-ëåíèÿì, â àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå, à òàêæå â èíòåðïðåòàöèèíåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñüíà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ IV¿ (ßðî-ñëàâëü, 2006), íà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Êîëìîãîðîâñêèå ÷òå-íèÿ V¿ (ßðîñëàâëü, 2007), íà ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîí-ôåðåíöèè ¾Êëàññû ãðóïï, àëãåáð è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë. À. Øåìåòêîâà, (Ãîìåëü, Áåëàðóñü, 2007),íà ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ä. Ê. Ôàääååâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007).Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè áûë îïóáëè-êîâàí â öèêëå ðàáîò, ñîñòîÿùåì èç 4 ñòàòåé (â òîì ÷èñëå 1 ñòàòüÿâ æóðíàëå èç ñïèñêà ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ), è 2 òåçèñîâ äî-êëàäîâ. Èç 4 ñòàòåé 2 íàïèñàíû áåç ñîàâòîðîâ, 2 � äâóìÿ àâòîðàìè(Êàçàðèí Ë. Ñ., ßíèøåâñêèé Â. Â.). Âñå ñîâìåñòíûå ðàáîòû íàïè-ñàíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöåàâòîðåôåðàòà.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,îãëàâëåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ (30 ïàðàãðàôîâ), ïðèëîæåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿè ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 39 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëî-æåí íà 114 ñòðàíèöàõ.Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèèÎáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëà-âû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìå-ðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé, ïðåäëîæåíèé), àòàêæå îïðåäåëåíèé ñêâîçíàÿ âíóòðè ïàðàãðàôà è ñîñòîèò èç òðåõöèôð: ïåðâàÿ öèôðà � íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð ïàðàãðàôà èòðåòüÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ïàðàãðàôà. Ôîðìóëû è òàáëèöûèìåþò ñêâîçíóþ âíóòðè âñåé äèññåðòàöèè íóìåðàöèþ.Ãëàâà 1. Ââåäåíèå. Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòüïðîáëåìû, äåëàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîðóæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Áîëåå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíàÿñâÿçü SR-ãðóïï ñ àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêîé. Äàëåå ñëåäóåò ñî-äåðæàíèå äèññåðòàöèè, à òàêæå îáçîð ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ.Ãëàâà 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Äàííàÿ ãëàâà íîñèòâñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå îïðå-äåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè. Â ïàðàãðàôå5



�2.1 èçëîæåíû ñâåäåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà. Ïðèâåäå-íû íåêîòîðûå ëåììû î ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, äàíû îïðåäåëå-íèÿ öåíòðàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, π-äëèíû ãðóïïû, îïðåäåëåíèå ïîä-ãðóïïû Êàðòåðà, öèêëà Çèíãåðà.Â ïàðàãðàôå �2.2 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéè òåîðèè õàðàêòåðîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîãî õàðàêòå-ðà, õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû ëèåâà òèïà,çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëèðîâêèòåîðèè Êëèôôîðäà, ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû
An, â ÷àñòíîñòè ò.í. ¾ôîðìóëà êðþêîâ¿.Â ïàðàãðàôå �2.3 ñîäåðæàòñÿ âàæíûå ïðåäëîæåíèÿ îá îöåíêåêëàññîâîãî ÷èñëà ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîãî ëèåâàðàíãà, è áîëåå ñèëüíûå îöåíêè êëàññîâîãî ÷èñëà äëÿ ãðóïï Lε

n(q),ãäå n 6 6. Â êîíöå ïàðàãðàôà �2.3 ïðèâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî Ãàëëàõå-ðà, äàþùåå âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó äëÿ êëàññîâîãî ÷èñëà ãðóïïû÷åðåç èíäåêñ è êëàññîâîå ÷èñëî åå ïîäãðóïïû, à òàêæå îöåíêà ÷èñëàíåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû÷åðåç êëàññîâîå ÷èñëî. Ïðèâåäåíû îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêàðàçðåøèìîé ïîäãðóïïû â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn.Â íà÷àëå ïàðàãðàôà �2.4 èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ î ïðîñòûõ íåàáå-ëåâûõ ãðóïïàõ: íåêîòîðûå èçîìîðôèçìû, ïîðÿäêè, îöåíêè êëàññî-âîãî ÷èñëà, ïîðÿäêè ãðóïï âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ, ñòåïåíè õàðàê-òåðà Ñòåéíáåðãà ãðóïï ëèåâà òèïà. Äëÿ ãðóïï Lε
n(q), Bn(q), Cn(q)ïðè íåáîëüøèõ n è q âû÷èñëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà.Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû PGL2(q), ãäå qíå÷åòíî è ãðóïïû L2(q), ãäå q ÷åòíî.Ãëàâà 3. Âåùåñòâåííûå ãðóïïû. Â ïàðàãðàôå �3.1 ñôîðìó-ëèðîâàíî ïîíÿòèå âåùåñòâåííîé ãðóïïû � ãðóïïû â êîòîðîé ëþáîéýëåìåíò ñîïðÿæåí ñî ñâîèì îáðàòíûì. Äåëàåòñÿ çàìå÷åíèå, ÷òî ãðóï-ïû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíîé, íå ìîãóò áûòü âå-ùåñòâåííûìè, è òàêæå, ÷òî ñðåäè àáåëåâûõ ãðóïï âåùåñòâåííîé áó-äåò òîëüêî ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Ïàðàãðàô �3.2 ñîäåðæèòâàæíûé ðåçóëüòàò Áåðããðåíà î òîì, ÷òî ïîäãðóïïà Êàðòåðà (ìàê-ñèìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîèì íîðìà-ëèçàòîðîì) âåùåñòâåííîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé.Â ïàðàãðàôàõ �3.1, �3.2, �3.3 ìîæíî íàéòè óòâåðæäåíèÿ î âëîæè-ìîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï â âåùåñòâåííûå ãðóïïû.Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn âåùåñòâåííà äëÿ ëþáîãî n,òî ëþáóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó ìîæíî âëîæèòü â âåùåñòâåííóþ. Ìåíååî÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ ðàçðåøèìóþ ãðóïïó ìîæíî âëîæèòü â ðàçðå-øèìóþ âåùåñòâåííóþ ãðóïïó. Ýòîò ðåçóëüòàò Áåðããðåíà ïðèâåäåí6



â �3.2. Â ïàðàãðàôå �3.3 äîêàçàíî íåñêîëüêî ïðîñòûõ óòâåðæäåíèéî âåùåñòâåííûõ 2-ãðóïïàõ. Â ïàðàãðàôå �3.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðî-åíèå âåùåñòâåííûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ àáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà
2: Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü G � âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà, A � åå àáåëåâàïîäãðóïïà, ïðè÷åì |G : A| = 2. Òîãäà G ∼= G0 × E, ãäå G0 ∈ {E2n o
C2, D(A), Q(µ)(A)}, E � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.ÇäåñüQ(µ)(A) åñòü ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ êâàòåðíèîííûì àíàëîãîìîáîáùåííî äèýäðàëüíîé ãðóïïû. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòîé ãðóïïûäàåòñÿ â ïàðàãðàôå �3.4.Ãëàâà 4. Íåêîòîðûå êëàññû SR-ãðóïï. Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíàðàçëè÷íûì êëàññàì áèïðèìàðíûõ SR-ãðóïï (êàê óæå áûëî çàìå÷å-íî âûøå, ãðóïïû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè,ïîýòîìó ðå÷ü èäåò î ãðóïïàõ ïîðÿäêà 2npm). Â ïàðàãðàôå �4.1 ôîð-ìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå SR-ãðóïïû, ïîíÿòèå öåëîé (âñå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ òàêèõ ãðóïï ðåàëèçóþòñÿ â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë) è ïî-ëóöåëîé SR-ãðóïïû (îñòàëüíûå ãðóïïû). Äåëàåòñÿ çàìå÷àíèå, ÷òîôàêòîðãðóïïà SR-ãðóïïû òàêæå ÿâëÿåòñÿ SR-ãðóïïîé. Ïðèâîäèòñÿðåçóëüòàò Ñòðóíêîâà î òîì, ÷òî öåíòð âñÿêîé ïîëóöåëîé SR-ãðóïïûíåòðèâèàëåí è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïîé. Ôîðìó-ëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâî Âèãíåðà.Â ïàðàãðàôå �4.2 èçëîæåíî îïèñàíèå SR-ãðóïï ñ àáåëåâîé ïîä-ãðóïïîé èíäåêñà 2. À èìåííî, ëþáàÿ òàêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ âåùå-ñòâåííîé ãðóïïîé ñ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2, îïèñàíèå êîòî-ðûõ äàíî âûøå, â òåîðåìå 3.4.2.Ñïèñîê èçâåñòíûõ SR-ãðóïï, ïðèâîäèìûõ â ðàçëè÷íûõ èñòî÷-íèêàõ, âåñüìà áåäåí. Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà �4.3 ñóùåñòâåííî ðàñ-øèðÿþò ýòîò ïåðå÷åíü. Îíè âûäåëÿþò íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñåðèè
SR-ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áèïðèìàðíûå SR-ãðóïïûñ öèêëè÷åñêîé p-ñèëîâñêîé èëè äèýäðàëüíîé 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóï-ïîé èãðàþò çàìåòíóþ ðîëü â îïèñàíèè âñåõ SR-ãðóïï ìàëûõ ïîðÿä-êîâ. Ïàðàãðàô �4.3 ñîäåðæèò ïåðå÷èñëåíèå SR-ãðóïï ïîðÿäêîâ 2n è
2n · 3, ãäå n 6 7, à òàêæå âñåõ íåñâåðõðàçðåøèìûõ SR-ãðóïï ïîðÿäêàíå áîëüøå 2000 ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòà-íîâëåí â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
GAP. Áîëüøèíñòâî ïðèâåäåííûõ SR-ãðóïï èìåþò ïðîñòîå ñòðîåíèå,âðîäå (öåíòðàëüíîãî) ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà îáîáùåííî äè-ýäðàëüíûõ ãðóïï. Îäíàêî, èìåþòñÿ è ãðóïïû, íå óêëàäûâàþùèåñÿ âñõåìó. Äëÿ íèõ ïðèâåäåíî çàäàíèå â âèäå îáðàçóþùèõ è îïðåäåëÿþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé, îáñóæäàåòñÿ èõ ñòðîåíèå.Ïàðàãðàô �4.4 ñîäåðæèò êëàññèôèêàöèþ ñâåðõðàçðåøèìûõ SR-7



ãðóïï ïîðÿäêîâ 2kpn, ãäå 1 6 k 6 4. ÄîêàçàíàÒåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü G � ñâåðõðàçðåøèìàÿ SR-ãðóïïà ïîðÿäêà
2kpn ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà íå áîëüøå 8 è Φ(G) = 1. Òî-ãäà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå SR-ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååòàáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà íå áîëüøå 2.Ñëåäñòâèå 4.4.2 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî àíàëîã òåîðåìû 4.4.1 ñïðà-âåäëèâ äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïï G ñ Φ(G) = 1 è 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîéïîðÿäêà 16.Â ïàðàãðàôå �4.5 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðîåíèå áèïðèìàðíûõ SR-ãðóïï (ïîðÿäêà 2npm) ñ öèêëè÷åñêîé p-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé ïî ìî-äóëþ ïîäãðóïïû Ôðàòòèíè. Âíà÷àëå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå îñîáåí-íîé ãðóïïû, êàê ãðóïïû G âèäà V oD2pm , ãäå V ∼= E2n � ìèíèìàëü-íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷åì Z(G) = 1. Äîêàçûâà-åòñÿËåììà 4.5.3. Ïóñòü G = E2n oD2pm � îñîáåííàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà
G ÿâëÿåòñÿ íåñâåðõðàçðåøèìîé SR-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ëèáî (n, m) = (2k, 1), ãäå p = 2k + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà,ëèáî (n, m) = (6, 2) è p = 3.Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà �4.5:Òåîðåìà 4.5.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåñâåðõðàçðåøèìàÿ SR-ãðóï-ïà ïîðÿäêà 2npm ñ öèêëè÷åñêîé p-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé. Åñëè Φ(G) =
1, òî G ∼= M×E, ãäå M � îñîáåííàÿ SR-ãðóïïà, p = 2k+1 � ïðîñòîå÷èñëî Ôåðìà; E � íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.Ïàðàãðàô �4.6 óñòàíàâëèâàåò ñòðîåíèå áèïðèìàðíûõ SR-ãðóïï ñäèýäðàëüíîé 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé ïî ìîäóëþ ïîäãðóïïû Ôðàò-òèíè. Ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå àòîìàðíîé ãðóïïû, êàê ãðóïïû G âèäà
V oD2n , ãäå V ∼= Epm � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, ïðè÷åì Z(G) = 1, p > 2, n > 3, m > 1. ÓñòàíàâëèâàåòñÿËåììà 4.6.4. Ïóñòü G ∼= Epm oD2n � àòîìàðíàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà
G ÿâëÿåòñÿ íåñâåðõðàçðåøèìîé SR-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà m = 2 è n = q + 1, ãäå p = 2q − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà �4.6:Òåîðåìà 4.6.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåñâåðõðàçðåøèìàÿ SR-ãðóï-ïà ïîðÿäêà 2npm ñ äèýäðàëüíîé 2-ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé. Åñëè Φ(G) =
1, òî ëèáî G ∼= Ep2 o D2q+1 � àòîìàðíàÿ SR-ãðóïïà, p = 2q − 1 �ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, ëèáî G ∼= S4.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6.2 ñâîäèò îáùóþ ñèòóàöèþ ê èçó÷å-íèþ àòîìàðíûõ SR-ãðóïï è SR-ãðóïï G ñî ñâîéñòâîì G/O3(G) ∼= S4.Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè G/O3(G) ∼= S4 è G� SR-ãðóïïà, òî O3(G) = 1. Ïåðâîå âïå÷àòëåíèå îò çíàêîìñòâà ñïðèìåðàìè SR-ãðóïï íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû8



òàêîé ãðóïïû äëÿ íå÷åòíîãî p äîëæíû áûòü àáåëåâûìè. Ðàáîòà ñãðóïïàìè ìàëîãî ïîðÿäêà ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî íå òàê. Ïà-ðàãðàô �4.6 ñîäåðæèò ïðèìåð SR-ãðóïïû ñ íåàáåëåâîé p-ñèëîâñêîé(p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà) ïîäãðóïïîé:Òåîðåìà 4.6.6. Ïóñòü P = E+
p3 , ãäå p = 2q − 1 � ïðîñòîå ÷èñ-ëî Ìåðñåííà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå äâà àâòîìîðôèçìà t, τ ∈

Aut(P ), ÷òî: 1) o(t) = 2q, o(τ) = 2, tτ = t−1; 2) G = P o 〈t, τ〉 �íåñâåðõðàçðåøèìàÿ SR-ãðóïïà.Çäåñü E+
p3 � íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà p3 è ýêñïîíåíòû p.Ãëàâà 5. Ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íûõ ASR-ãðóïï. Óæå íà÷àëü-íûå èññëåäîâàíèÿ íåðàçðåøèìûõ ãðóïï è èìåþùèõñÿ òàáëèö õàðàê-òåðîâ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ïîêàçàëè, ÷òî íåðåäêî äëÿ èñêëþ-÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû èç ñïèñêà âîçìîæíûõ SR-ãðóïï îêà-çûâàëîñü äîñòàòî÷íûì ïîñìîòðåòü íà ðàçëîæåíèå òåíçîðíîãî êâàä-ðàòà õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà. Ïðè ýòîì âåùåñòâåííîñòü ãðóïïû íå èã-ðàëà áîëüøîé ðîëè. Ïîýòîìó ëîãè÷íî áûëî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàç-ðåøèìîñòü ãðóïïû áóäåò âûòåêàòü èç ¾ïðîñòîé ïðèâîäèìîñòè¿ óæåòåíçîðíûõ êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñëåäñòâèåì ÿâè-ëîñü ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ASR-ãðóïïû:Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ASR-ãðóïïîé,åñëè òåíçîðíûé êâàäðàò ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîéãðóïïû ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

G ñ êðàòíîñòÿìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè åäèíèöû.Î÷åâèäíî, äàííîå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ïîíÿòèå SR-ãðóïïû. Ïðè-ìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äàííîå îáîáùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ôîð-ìàëüíûì è äåéñòâèòåëüíî ðàñøèðÿåò êëàññ SR-ãðóïï, ïðèâîäÿòñÿâ Ïðèëîæåíèè. Â ÷àñòíîñòè, åñòü ïðèìåðû íåàáåëåâûõ ASR-ãðóïï,íå ÿâëÿþùèõñÿ SR-ãðóïïàìè. Ïîñëå ýòîãî ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîéðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ASR-ãðóïï:Òåîðåìà 5.1.3. Ïóñòü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé ASR-ãðóïïîé íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà. Òîãäà G èìååò åäèíñòâåííóþ ìèíè-ìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N , ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìûì ïðîèçâå-äåíèåì m > 1 ãðóïï, èçîìîðôíûõ A5 èëè A6. Ïîäãðóïïà M ãðóïïû
G, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ, íîðìàëèçóþùèõ êàæäóþ ìèíèìàëü-íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû N , íîðìàëüíà â G è ôàêòîð-ãðóïïà G/M � ðàçðåøèìàÿ ASR-ïîäãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-ïû Sm, äåéñòâóþùàÿ òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû N .Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5.1.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5.1.2. Êîíå÷íàÿ ASR-ãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿ êîìïîçè-öèîííûõ ôàêòîðîâ, èçîìîðôíûõ ãðóïïå A5 èëè A6, ðàçðåøèìà.9



Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 5.3.2, äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ ASR-ãðóïï âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |G| < k(G)3, òî âîïðîñ î òîì, êàêèåíåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì |G| < k(G)3, ïðåä-ñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Òåîðåìà, îïèñûâàþùàÿ ñòðîåíèåïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ñ óêàçàííûì óñëîâèåì äîêàçàíà â ïàðà-ãðàôå �5.2:Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ó êîòîðîé
|G| < k(G)3. Òîãäà G èçîìîðôíà ïðîñòîé ãðóïïå L2(q) äëÿ ÷åòíîãî
q. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2.1 (â êîòîðîì áîëüøàÿ äîëÿ âû÷èñ-ëåíèé îòíîñèòñÿ ê íàèáîëåå òðóäíûì ñëó÷àÿì ãðóïï Lε

n(q) è ãðóïïàì
Bn(q) è Cn(q)) èñïîëüçóþòñÿ ñâåäåíèÿ èç ïàðàãðàôîâ �2.2, �2.3, �2.4.Â �5.3 ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà, êàñàþùèåñÿ ñòðî-åíèÿ ASR-ãðóïï è ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà ê òåîðåìå 5.1.3. Â÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 5.1.3áóäåò èìåòü åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó Nñ ðàçðåøèìîé ôàêòîðãðóïïîé, ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåìèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíè-ÿìè íà ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ñëåäóþùåì ïàðà-ãðàôå �5.4, èñêëþ÷àþòñÿ ïî÷òè âñå ïðîñòûå ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóòâñòðåòèòüñÿ â êà÷åñòâå êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ ãðóïïû N . Îñòàâ-øèéñÿ íàáîð ãðóïï ñîñòîèò èç ñåìåéñòâ L3(q), U3(q) äëÿ íåáîëüøèõçíà÷åíèé q è áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ãðóïï L2(q). Â �5.5 èçëàãàþò-ñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñîîòâåòñòâèè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâãðóïïû G, îáëàäàþùåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé, õàðàêòåðîâ ýòîéïîäãðóïïû è õàðàêòåðîâ, èíäóöèðîâàííûõ ñ ýòîé ïîäãðóïïû (òåîðèÿÊëèôôîðäà). Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ òåõíèêó, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëó-÷àþ, êîãäà êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû N èçîìîðôíû îäíîéèç ãðóïï ñåìåéñòâà L2(q). Â �5.6 èçëîæåíû ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõãðóïï PGL2(q) è äåéñòâèè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ýòîé ãðóïïû íàìíîæåñòâå õàðàêòåðîâ ñòåïåíè q + 1. Íàêîíåö, â �5.7 äîêàçûâàåòñÿòåîðåìà 5.1.3, à ñ íåé è òåîðåìà 5.1.2.Ãëàâà 6. Ïðèëîæåíèå. Âû÷èñëåíèÿ â ñèñòåìå GAP. Ïðèëî-æåíèå ñîäåðæèò ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîéàëãåáðû GAP. Â ïàðàãðàôàõ �6.1, �6.2 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñèñòå-ìû GAP è òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå îñîáåííî ÷àñòî èñïîëüçîâàëèñü ââû÷èñëåíèÿõ. Äàëåå ñëåäóþò ïðèìåðû ñîñòàâëåííûõ ôóíêöèé òà-êèõ, êàê ïðîâåðêà ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ (êàê íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðàäàííûõ) ãðóïïà SR-ãðóïïîé, à òàêæå ôóíêöèé îòûñêàíèÿ çàäàíèÿãðóïïû â âèäå îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé.Â ïàðàãðàôàõ �6.3, �6.4, ïîêàçûâàåòñÿ êàêèì îáðàçîì áûëè ñäå-10



ëàíû âû÷èñëåíèÿ â GAP, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-ðåìû 4.6.2 è ëåììû 5.4.3 äèññåðòàöèè.Ñèñòåìà GAP ñîäåðæèò áèáëèîòåêó SmallGroups, ñîñòîÿùóþ èçñòðóêòóð äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîíå÷íûå ãðóïïû íåáîëüøîãîïîðÿäêà. À èìåííî, âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà äî 2000, êðîìåãðóïï ïîðÿäêà 1024. Êîìàíäà îáðàùåíèÿ ê ãðóïïå â ýòîé áèáëèîòå-êå âûãëÿäèò òàê: G:=SmallGroup(m,n), ãäå m � ïîðÿäîê ãðóïïû, à
n � åå íîìåð ñðåäè ìíîæåñòâà ãðóïï ïîðÿäêà m. Èìååòñÿ è ¾îá-ðàòíàÿ¿ êîìàíäà IdSmallGroup(G), ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü íàáîð÷èñåë [m, n] ïî çàäàííîé êàêèì-ëèáî îáðàçîì ãðóïïå G. Ýòî ïîç-âîëèëî ïîëó÷èòü âñå SR-ãðóïïû íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ. Òàê, â ïàðà-ãðàôàõ �6.5 è �6.6 ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ ôóíê-öèè IdSmallGroup è òèïû èçîìîðôèçìîâ âñåõ SR-ãðóïï ïîðÿäêîâ 2n,
1 6 n 6 9, è 2n · 3, 1 6 n 6 7 ñîîòâåòñòâåííî.Â ïàðàãðàôå �6.7 ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ èíôîðìàöèþî âñåõ íåñâåðõðàçðåøèìûõ SR-ãðóïïàõ, ïîðÿäêà íå áîëüøåãî 2000 ñ
Z(G) = 1. Âñåãî òàêèõ ãðóïï 58.Ïàðàãðàô �6.8 ïîñâÿùåí ïðèìåðàì ãðóïï, èëëþñòðèðóþùèì ââå-äåííîå ïîíÿòèå ASR-ãðóïïû è åãî ñîîòíîøåíèå ñ ïîíÿòèåì SR-ãðóï-ïû.Ãëàâà 7. Çàêëþ÷åíèå. Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ãèïîòåçû, ôîðìó-ëèðîâêè êîòîðûõ îáîáùàþò ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû.Ýòè ãèïîòåçû ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðàìè äëÿ äàëüíåéøèõ èññëå-äîâàíèé ïî SR-ãðóïïàì.
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