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Ââåäåíèå

0.1. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòà-

öèÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ñâÿçàííûì ñ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè ìåðû èððàöèî-

íàëüíîñòè îäíîãî ÷èñëà è íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Èçó÷åíèåì ñâîéñòâ òàêèõ ôóíê-

öèé çàíèìàëèñü À.ß. Õèí÷èí, Â. ßðíèê, Äæ.Â.Ñ. Êàññåëñ è äðóãèå ìàòåìà-

òèêè.

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðèáëèæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè ïðèíàäëåæàò À. Ëåæàíäðó, Æ. Ëàãðàíæó, Ê. Ãàóñ-

ñó, Ë. Äèðèõëå, À. Ãóðâèöó, Ý. Áîðåëþ è äð. Â îñíîâíîì, âñå êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îäíîìåðíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ

àïïàðàòà öåïíûõ äðîáåé.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñâÿçàííî ñ ïðè-

áëèæåíèåì ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà Θ = (θ1, . . . , θn) öåëî-

÷èñëåííûì âåêòîðîì x = (x1, . . . , xn). Â òàêîãî ðîäàõ çàäà÷àõ ïëîäîòâîð-

íûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ê âåêòîðó Θ =

(θ1, . . . , θn) â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Îñíîâû ýòîé òåîðèè âîñõîäÿò ê òðóäàì

Ø. Ýðìèòà, Ã. Ìèíêîâñêîãî, Ã. Âîðîíîãî è äð.

Ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâèëàñü â òåî-

ðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåíèÿìè èð-

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà

äàííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèÿì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëü-

íîñòè, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ðàáîòàõ Â. ßðíèêà [24]�[26].

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè â íàèáîëåå îá-

ùåì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = (x1, . . . , xn) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Ðàñ-
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ñìîòðèì ìàòðèöó

Θ =


θ1

1 . . . θn1
... . . . ...

θ1
m . . . θnm

 ,

ãäå θij � âåùåñòâåííûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà [0; 1), 1 6 j 6 m, 1 6 i 6 n, è

ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì

L(x) = LΘ(x) = {Lj(x), 1 6 j 6 m} , Lj(x) =
n∑
i=1

θijxi.

Òîãäà ôóíêöèþ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì

ψΘ(t) = min
xi∈Z

16 max
16i6n

|xi|6t

max
16j6m

‖Lj(x)‖ =

= min
xi∈Z

16 max
16i6n

|xi|6t

max
16j6m

‖θ1
jx1 + · · ·+ θnj xn‖,

ãäå ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåëîãî. Ïîõîæàÿ ôóíêöèÿ

η(ρ) = min
x∈Z:0<|x1|2+···+|xn|26ρ2

max
16j6m

‖Lj(x)‖

èñïîëüçóåòñÿ â ðÿäå äîêàçàòåëüñòâ ó Äæ.Â.Ñ. Êàññåëñà [6].

Íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç

ðàáîò À.ß. Õèí÷èíà [29], ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö. Â ðà-

áîòàõ À.ß. Õèí÷èíà â ÿâíîì âèäå ýòà ôóíêöèÿ íå ïðèñóòñòâóåò.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà n = m = 1, âìåñòî ìàòðèöû Θ áóäåì ïèñàòü

ïðîñòî α è ôóíêöèþ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü òàêèì îáðàçîì

ψα(t) = min
16q6t

||qα||

(çäåñü ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî öåëûì q).

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû äîêàæåì ìåòðè÷åñêèé ðåçóëüòàò î ïîâå-

äåíèè ðàçíîñòè ψΘ(t)−ψΘ′(t) ïðè t→∞ â ñëó÷àÿõ m = 1 è n = 2 èëè m > 2

è n = 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ïàð ìàòðèö (Θ,Θ′).
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Âî âòîðîé ãëàâå ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

Iα(t) =

t∫
1

ψα(ξ)dξ

è ðàçíîñòè Iα(t)− Iβ(t) ïðè t→∞.

Öåëè ðàáîòû. Èçó÷åíèå èíòåãðàëà Iα(t), ðàçíîñòè Iα(t) − Iβ(t) ïðè

t→ +∞. Èçó÷åíèå ðàçíîñòè ψΘ(t) − ψΘ′(t) ïðè t→ +∞ â ñëó÷àÿõ m = 1

è n = 2 èëè m > 2 è n = 1.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû

òåîðèè ÷èñåë, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷å-

íû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ìîæíî

ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå:

• íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû äëÿ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t) , ãäå N(α, t)

� êîëè÷åñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α íà îòðåçêå

[1; t];

• íàéäåíî çíà÷åíèå ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t) äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû

Ëåáåãà) çíà÷åíèé α;

• íàéäåíî çíà÷åíèå ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
ln t äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëå-

áåãà) çíà÷åíèé α;

• äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ÷èñëà α è β, òà-

êèå ÷òî Iα(t)− Iβ(t)→∞ ïðè t→∞;

• äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ψΘ(t)− ψΘ′(t) ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-

ñòâî ðàç äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð ìàòðèö ïðè m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è

n = 1 ïðè t→∞.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, è ðàçðàáîòàííûå â
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íåé ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â çàäà÷àõ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëè-

æåíèé, êàñàþùèõñÿ íàõîæäåíèþ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ê ìíîãîìåðíîìó

âåêòîðó. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ó÷åáíîì

ïðîöåññå â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ è ñïåöèàëüíûõ ñåìèíàðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì

íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ¾Diophantine Analysis¿ � Àñòðàõàíü, Ðîññèÿ (30 èþëÿ � 3 àâãóñòà 2012);

• ¾Moscow Workshop on Combinatorics and Number Theory¿ � Ìîñêâà

(Äîëãîïðóäíûé), Ðîññèÿ (27 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2014);

• ¾Diophantine Approximation and Related Topics¿ � Îðõóñ, Äàíèÿ (12

èþëÿ � 17 èþëÿ 2015);

è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• ¾Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë¿ (ðóê. Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Í.Ã.

Ìîùåâèòèí), ÌÃÓ;

• Ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ìåòîäèêè å¼ ïðåïîäàâàíèÿ Àñòðàõàí-

ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. À.Ã. Êíÿçåâ, Ñ.Ç. Êåíæàëè-

åâà), ÀÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 2 ñòàòüè â âåäóùèõ

ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ [16], [13] è ýëåêòðîííûé

ïðåïðèíò íà ñåðâåðå arXiv.org [34]. Ñòàòüè [16], [13] òàêæå ðàçìåùåíû íà ñåð-

âåðå arXiv.org [17], [35].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

äâóõ ãëàâ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 70 ñòðàíèö.

Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 35 íàèìåíîâàíèé.

0.2. Ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè: êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì ôîðìóëèðîâêè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ

î ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè.
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Èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ñëåäóåò, ÷òî ψΘ(t) < t−n/m.

Ýòà ôóíêöèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ è óáûâàåò ê íóëþ, êîãäà

t ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷êè ðàçðûâà äàííîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþò

íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû Θ â sup-íîðìå.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû Θ. Äëÿ

öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

M(x) = max
16i6n

|xi|, ζ(x) = max
16j6m

‖Lj(x)‖.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó x = (x1, . . . , xn)

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ìàòðèöû Θ, åñëè

ζ(x) = min
x′

ζ(x′),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì öåëûì òî÷êàì x′ = (x′1, . . . , x
′
n) ∈ Zn,

ïîä÷èíåííûì óñëîâèþ

0 < M(x′) 6M(x).

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà n = m = 1, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

ψα(t) = min
16q6t

||qα||.

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò öåïíûõ äðîáåé, ìîæíî ïîëíîñòüþ îòâåòèòü íà âîïðîñ

î ïîâåäåíèè ôóíêöèè ψα(t). Âûïèøåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû ñ

öåïíûìè äðîáÿìè, ñì. [12].

Åñëè ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ÷èñëà α â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü

α = [a0; a1, a2, . . . , aν, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+ 1

aν + · · ·

,

ãäå a0 ∈ Z, aν ∈ N, ν = 1, 2, 3, . . . (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ, â çàâèñèìî-

ñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè α ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì èëè íåò), òî ïîäõîäÿùèìè
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äðîáÿìè ê α íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà

pν
qν

= [a0; , a1, a2, . . . , aν] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+ 1

aν

.

Ïîäõîäÿùèå äðîáè äëÿ α áóäóò ÿâëÿòüñÿ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ê

÷èñëó α, ñì. [12].

Åñëè α 6= pν
qν
(â ÷àñòíîñòè, åñëè α åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå), òî äëÿ åãî

ïðèáëèæåíèÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

1

qν(qν + qν+1)
<

∣∣∣∣α− pν
qν

∣∣∣∣ < 1

qνqν+1
. (1)

Â ÷àñòíîñòè,

‖qνα‖ >
1

2qν+1
.

Áîëåå òîãî äëÿ ðàçíîñòè (1) èìååòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî∣∣∣∣α− pν
qν

∣∣∣∣ =
1

q2
ν(αν+1 + α∗ν)

, (2)

ãäå

αν+1 = [aν+1; aν+2, ...], α∗ν = [0; aν, aν−1, ..., a1] =
qν−1

qν
.

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèè ψα(t). Ïðè qν 6 t < qν+1 áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

ψα(t) = ||qνα|| = |qνα− pν|. (3)

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (2), ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ

÷èñëà α åãî ïîäõîäÿùåé äðîáüþ pn
qn
, êîòîðàÿ èìååò âèä

||qνα|| =
1

qν(αν+1 + α∗ν)
(4)

èëè

qν||qνα|| =
1

αν+1 + α∗ν
. (5)

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå

ñïåêòðà Ëàãðàíæà

L = {λ ∈ R : ∃α lim inf
t→+∞

tψα(t) = λ}
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è ñïåêòðà Äèðèõëå

D = {λ ∈ R : ∃α lim sup
t→+∞

tψα(t) = λ}.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3), îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà Ëàãðàíæà è ñïåêòðà Äèðè-

õëå ìîæíî çàïèñàòü ïî äðóãîìó

L = {λ ∈ R : ∃α lim inf
n→+∞

qn‖qnα‖ = λ}

è

D = {λ ∈ R : ∃α lim sup
n→+∞

qn+1‖qnα‖ = λ}.

Ïîäðîáíåå î ñïåêòðå Ëàãðàíæà ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [18] è â ñòàòüå [8].

Ðåçóëüòàòû î ñïåêòðå Ëàãðàíæà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû ïðè ïî-

ìîùè òåîðèè öåïíûõ äðîáåé ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2), à äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñïåêòðà Äèðèõëå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîõîæåå ðàâåíñòâî, ñì. [20]

qν+1‖qνα‖ =
1

1 + 1
αν+2α∗∗ν+1

.

Ïîäðîáíåå î ñïåêòðå Äèðèõëå ìîæíî ïðî÷åñòü â ðàáîòå [4].

Èíôîðìàöèþ î ñïåêòðàõ Ëàãðàíæà è Äèðèõëå â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ

ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [1] è [16].

Òàêæå ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè èñïîëüçîâàëàñü â

ðàáîòàõ Â. ßðíèêà, À.ß Õèí÷èíà, êîòîðûå ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñèíãóëÿð-

íûõ ñèñòåì è äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò.

Ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà è ìàòðèöû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòà-

òîâ, ñâÿçàííûõ ñ îòñóòñòâèåì ôåíîìåíà îñöèëÿöèè â ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àÿõ.

Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ñèíãóëÿðíîñòè. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îïðå-

äåëåíèå â òîì âèäå, â êàêîì åãî äàâàë À.ß. Õèí÷èí, ñì. [11].

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà Θ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ ñèñòåìó,

åñëè ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì t > 0 íàéäåòñÿ íåêîòîðîå t0 = t0(ε) òàêîå, ÷òî

ïðè âñÿêîì t > t0 ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ

max
16j6m

‖Lj(x)‖ 6 1

t
, 0 < max

16i6n
|xi| < εtn/m

9



èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Zn.

Ìàòðèöó Θ, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñèíãóëÿðíîé, À.ß. Õèí÷èí íàçûâàë ðåãóëÿð-

íîé (îí èñïîëüçîâàë òåðìèíîëîãèþ ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà ÷èñåë Θi
j).

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíîñòè, ñì. [9].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ê

íóëþ è ψ(t) = o(t−n/m) ïðè t → +∞. Ìàòðèöó Θ (èëè íàáîð nm âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë) ìû áóäåì íàçûâàòü ψ-ñèíãóëÿðíûì, åñëè ïðè âñÿêîì äîñòàòî÷íî

áîëüøîì t ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ

max
16j6m

‖Lj(x)‖ 6 ψ(t), 0 < max
16i6n

|xi| < t

èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Zn.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü òåðìèíàõ ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìàòðèöà Θ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ôóíê-

öèÿ ψΘ(t) íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t > 1.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) ìîíîòîííî óáûâàåò

ê íóëþ ïðè t→ +∞ è ψ(t) = o(t−n/m). Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ

ψ�ñèíãóëÿðíîé, åñëè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t äëÿ ôóíêöèè

ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè âûïîëíåíî

ψΘ(t) 6 ψ(t).

Ïðè n = m = 1 ñèíãóëÿðíûìè ñèñòåìàìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5 ÿâëÿþò-

ñÿ òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ñì. [9]. Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ

ñèñòåì áûëî äîêàçàíî À.ß. Õèí÷èíûì â 1926 ã. ïðè n = 2,m = 1 è ïðè n = 1,

m = 2 â ðàáîòå [29]. Îí äîêàçàë ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ

ê íóëþ ïðè t → +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z âåùåñòâåííûõ

÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñèñòåìà äèîôàí-
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òîâûõ íåðàâåíñòâ

‖x1α + x2β‖ 6 ψ(t), 0 < max
j=1,2
|xj| < t

èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (x1, x2) ∈ Z2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ

ê íóëþ ïðè t → +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t è ïðè ýòîì

ôóíêöèÿ tψ(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → +∞. Òî-

ãäà ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñèñòåìà

äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ

max(‖xα‖, ‖xβ‖) 6 ψ(t), 1 6 x 6 t

ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñëàõ x.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ψΘ(t) óäîáíî îïðåäåëÿòü ìíîãîìåðíûé ñïåêòð Äè-

ðèõëå:

Dm×n =

{
λ ∈ R|∃Θ : lim sup

t→∞
t · ψm/nΘ (t) = λ

}
.

Íàèáîëåå ïðîñò äëÿ àíàëèçà ñïåêòð Äèðèõëå, ñâÿçàííûé ñ åâêëèäîâîé

íîðìîé. Â ñëó÷àå ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé ê äâóì âåùåñòâåííûì ÷èñëàì

ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ñ åâêëèäîâîé íîðìîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

ψ(
α

β

)(t) = min
16x6t,x∈Z

√
‖xα‖2 + ‖xβ‖2.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð Äèðèõëå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

D2×1 =

λ ∈ R| ∃(α, β) ∈ [0; 1)2 : lim sup
t→∞

t · ψ(
α

β

)(t) = λ

 .

Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû ñïåêòðà D2×1 ïîëíîñòüþ îïèñàíà â ðàáîòå

Ð.Ê. Àõóíæàíîâà è Ä.Î. Øàöêîâà [16]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî D2×1 =
[
0; 2√

3

]
.

11



Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ â äàííîé äèññåðòàöèè ýòî èçó÷åíèå

çíàêà ðàçíîñòè ψΘ(t)− ψΘ′(t) ïðè t→ +∞.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå Í.Ã. Ìîùåâèòèí è È.Ä. Êàí â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [27]

äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α è β, òàêèõ ÷òî α ± β 6∈Z

ðàçíîñòü

ψα(t)− ψβ(t)

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê ïðè t→ +∞.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà ñëó÷àé á�îëüøèõ ðàçìåð-

íîñòåé, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì 1 è 2.

Âîçüìåì â òåîðåìå 1 ôóíêöèþ ψ(t) = o(t−2), t → ∞. Ïóñòü α, β � òå

÷èñëà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óòâåðæäàåò òåîðåìà 1. Âîçüìåì äðóãèå ÷èñëà

α1, β1 - ïëîõî ïðèáëèæàåìûå (â ñìûñëå ëèíåéíîé ôîðìû):

inf
(x1,x2)∈Z2\{(0,0)}

(
‖x1α1 + x2β1‖(max{|x1|, |x2|})2

)
> 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ψ(α,β)(t) < ψ(α1,β1)(t),

÷òî îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèè.

Ñèòóàöèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé àíàëîãè÷íà. Íàäî âçÿòü â òåîðå-

ìå 2 ôóíêöèþ ψ1(t) = o(t−1/2), t → +∞, ÷èñëà α, β èç òåîðåìû 2, à òàêæå

ñîâìåñòíî ïëîõî ïðèáëèæàåìûå ÷èñëà α1, β1:

inf
x∈Z\{0}

(
max{‖xα1‖, ‖xβ1‖} · |x|1/2

)
> 0.

Òîãäà

ψ(
α

β

)(t) < ψ(
α1

β1

)(t)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.
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Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèè â îáùåì âèäå äëÿ âñåõ ìàò-

ðèö ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, ñì. [26].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m � íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå, ÷åì 2. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ψ(t) � ïîëîæè-

òåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ ôóíêöèÿ âåùå-

ñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M ⊂ Rmn, ñîñòîÿùåå

èç ìàòðèö Θ òàêèõ, ÷òî

• ÷èñëà θij c 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé

íàä Z;

• ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ - ñèíãóëÿðíîé.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rmn ïåðåñå÷åíèå M∩ G

èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Èòàê, â ðàçìåðíîñòè n è m îòëè÷íûõ îò 1 îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îá îñöèëëÿ-

öèè áûòü íå ìîæåò. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ìåòðè÷åñêîãî

õàðàêòåðà.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû èçó÷èì èíòåãðàë Iα(t) îò ôóíêöèè ìåðû èððàöèî-

íàëüíîñòè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

Iα(t) =

t∫
1

ψα(ξ)dξ.

0.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà I. Ïóñòü m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1, òîãäà äëÿ ïî÷òè

âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ìàòðèö Θ è Θ′ ðàçìåðà m× n ðàçíîñòü

ψΘ(t)− ψΘ′(t)

îñöèëëèðóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè t→ +∞.
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Âî âòîðîé ãëàâå ìû äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëà

Iα(t) ïðè t → +∞. Ïîñêîëüêó 0 < tψα(t) < 1 äëÿ ëþáîãî t > 1, òî ñðàçó

âèäèì, ÷òî Iα(t) < ln t.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû II ãëàâû.

×åðåç N = N(α, t) ìû îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, çàäàâàåìóþ óñëîâèåì

qN 6 t < qN+1,

ò.å. êîëè÷åñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α íà îòðåçêå [1; t].

ßñíî, ÷òî N →∞ ïðè t→∞.

Òåîðåìà II. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ÷èñåë α âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà

1) lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
=

1

2
,

2) lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

6 ln 2

π2
.

Ïîìèìî ìåòðè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá ýêñòðå-

ìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû Iα(t)
N(α,t) ïðè t→ +∞.

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0; 1) âûïîëíåíû íåðàâåí-

ñòâà

1) lim sup
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
6 1,

2) lim inf
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
>

1

2
−
√

5

10
.

Áëèçêèé ìåòðè÷åñêèé ðåçóëüòàò èìååòñÿ â ðàáîòå È.Ä. Êàíà, Í.Ã. Ìîùå-

âèòèíà è Ä. ×àéêà [28].

Îöåíêè, ïðèâîäèìûå â òåîðåìå III òî÷íû. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáîãî d ∈
[

1
2 −

√
5

10 ; 1
]
ñóùåñòâóåò α, òàêîå ÷òî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= d.
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Äëÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ τ =
√

5+1
2 çíà÷åíèå ïðåäåëà ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî

âû÷èñëèòü. Ïîëó÷àåòñÿ

lim
t→∞

Iτ(t)

ln t
=

(
1

2
−
√

5

10

)
: ln

(√
5 + 1

2

)
.

Ïî òåîðåìå II ï.2 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî β, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ñ τ ,

òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Iβ(t)

ln t
=

6 ln 2

π2
,

è ñëåäîâàòåëüíî ðàçíîñòü Iτ(t) − Iβ(t) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè

t→ +∞. Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã òåîðåìû 3 îá îñöèëëÿöèè ðàçíîñòè

ψα(t)− ψβ(t) äëÿ ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ Iα(t)− Iβ(t) íå èìååò ìåñòà. Â íàñòî-

ÿùåé ðàáîòå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè

èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà V. Ïóñòü q0, q1, . . . , qn, . . . è r0, r1, . . . , rn, . . . � ñóòü çíàìåíà-

òåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ α è β ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ

(â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ïàð (α, β) ∈ [0, 1]2 âåðíî íåðàâåíñòâî

lim inf
n→∞

|Iα(qn)− Iβ(rn)| < +∞.
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Ãëàâà 1

Îñöèëëÿöèÿ ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè â ñëó÷àÿõ m = 1 è

n = 2 èëè m > 2 è n = 1

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà I. Ïóñòü m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1, òîãäà äëÿ ïî÷òè

âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ìàòðèö Θ è Θ′ ðàçìåðà m× n ðàçíîñòü

ψΘ(t)− ψΘ′(t)

îñöèëëèðóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè t→ +∞.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ìû ïîñòðîèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
{
Mk

}
è
{
Mk

}
. Äëÿ êàæäîãî

ñëó÷àÿ, îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ çàïèñûâàþòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì ñ ó÷å-

òîì ðàçìåðíîñòè. Ïîñëå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 1.3, 1.4, 1.5, 1.14, 1.15

è 1.16 è ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
Mk

}
è
{
Mk

}
,

à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
Mk ×Mk

}
è
{
Mk ×Mk

}
ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòÿìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëè. Çäåñü è äàëåå × � îáîçíà÷àåò äåêàðòîâî

(ïðÿìîå) ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïà Áî-

ðåëÿ � Êàíòåëëè áóäåò äàíî â ïóíêòå 1.3.

Â ýòîé ãëàâå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðû:

• 0 < λ < λ0, (λ0 ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ èç ëåìì 1.3, 1.4, 1.5, 1.13 è

1.14);

• 0 < ε < 1, (ε ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ èç ëåìì 1.3, 1.14, 1.5, 1.12 è

1.14);

• 0 < δ < 1, (δ ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ èç ëåììû 1.14);

• k > K0 = K0(λ), (K0 ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ èç ëåìì 1.2, 1.3, 1.4, 1.5,

1.8, 1.9, 1.11, 1.13, 1.14 è 1.15).
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1.1. Èçó÷åíèå ôóíêöèè ψΘ(t) â ñëó÷àå m = 1 è n = 2.

Â ñëó÷àå m = 1 è n = 2 ôóíêöèÿ ψΘ(t) èìååò âèä

ψ(α β)(t) = min
16max(|x1|,|x2|)6t

‖x1α + x2β‖.

Íà êâàäðàòå [0; 1]2 ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:

Mk =
{

(α, β) ∈ [0; 1]2 : ψ(α β)(k) >
ε

k2

}
=

=
{

(α, β)∈[0; 1]2 : ∀(x1, x2) ∈ Z2 1 6 max(|x1|, |x2|) 6 k ‖x1α + x2β‖>
ε

k2

}
=

=
{

(α, β) ∈ [0; 1]2 : ∀(x1, x2) ∈ Z2 1 6 max(|x1|, |x2|) 6 k

∀q ∈ Z |x1α + x2β − q| >
ε

k2

}
;

Mk =
{

(α, β)∈[0; 1]2 : ψ(α β)(k) 6
ε

k2

}
=

=
{

(α, β)∈[0; 1]2 : ∃(x1, x2)∈Z2 1 6 max(|x1|, |x2|) 6 k ‖x1α + x2β‖ 6
ε

k2

}
=

=
{

(α, β)∈[0; 1]2 : ∃(x1, x2)∈Z2 1 6 max(|x1|, |x2|) 6 k

∃q∈Z |x1α + x2β−q| 6
ε

k2

}
.

Âåðíî ðàâåíñòâî

µ(Mk) = 1− µ(Mk), (1.1)

ãäå µ(·) - ìåðà Ëåáåãà.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Oαβ. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë x1, x2 è q çàäàäèì

ìíîæåñòâî

A(x1, x2, q) =
{

(α, β)∈R2 : |x1α + x2β − q| 6
ε

k2

}
.

Îáîçíà÷èì

A(x1, x2) =
{

(α, β)∈R2 : ∃q∈Z |x1α + x2β − q| 6
ε

k2

}
=
⋃
q∈Z

A(x1, x2, q).

Âûïèøåì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà A(x1, x2):

A(x1, x2) +

(
1

x1
Z
)
×
(

1

x2
Z
)

= A(x1, x2);

17



A(x1, x2) = A(−x1,−x2);

µ
(
A(x1, x2)∩[0; 1]2

)
=

2ε

k2
.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïàð (x1, x2) è (y1, y2) è ëþáûõ q1 è

q2 ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A(x1, x2, q1) è A(y1, y2, q2) áóäåò ïàðàëëåëîãðàìì ñ

ïëîùàäüþ

µ (A(x1, x2, q1)∩A(y1, y2, q2)) =
1∣∣∣∣∣∣det

 x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣∣∣
4ε2

k4
. (1.2)

Çàìå÷àíèå 1. Äèàìåòð ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà íå áîëåå 4ε
k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ - ðåøåòêó, ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ
(
y2
∆ ,
−x2
∆

)
è(−y1

∆ , x1∆

)
.

Çàìå÷àíèå 2. Öåíòðû ïàðàëëåëîãðàììîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïåðåáîðå âñå-

âîçìîæíûõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé q1, q2 ëåæàò â óçëàõ ðåøåòêè Λ.

Âåðíî ðàâåíñòâî

Mk =
⋃

(x1,x2)∈Z2

16max(|x1|,|x2|)6k

(
A(x1, x2)∩[0; 1]2

)
. (1.3)

Äëÿ óäîáñòâà çäåñü è äàëåå â ðàáîòå ÷åðåç S áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðàëëå-

ëåïèïåäû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè êî-

îðäèíàòíûì ãèïåðïëîñêîñòÿì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ íåðàâåíñòâî ßðíèêà.

Òåîðåìà ßðíèêà. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, N �

÷èñëî öåëûõ òî÷åê â îáëàñòè G, P � ïëîùàäü îáëàñòè G, L � ïåðèìåòð

îáëàñòè G, L > 1, òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

P − L < N < L+ P.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü S � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé λ, ∆ =

∣∣∣∣∣∣det

 x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣∣∣,
∆ 6= 0, x1, x2, y1, y2∈Z è x1, x2, y1, y2 > 1

λ, N - ÷èñëî òî÷åê ðåøåòêè Λ â
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êâàäðàòå S, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

N < λ2∆ + 2λ
√
x2

1 + y2
1 + 2λ

√
x2

2 + y2
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåéñòâóåì íà ðåøåòêó Λ ñïðàâà ëèíåéíûì ïðåîáðà-

çîâàíèåì T =

 x1 x2

y1 y2

, êîòîðîå ïåðåâîäèò ðåøåòêó Λ â îðòîíîðìèðîâàí-

íóþ ðåøåòêó Z2. Êâàäðàò S ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåéäåò â ïàðàëëåëî-

ãðàìì ñ ïëîùàäüþ λ2∆, äëèíû ñòîðîí ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà áóäóò ðàâíû

λ
√
x2

1 + y2
1 è λ

√
x2

2 + y2
2. Ïðèìåíèì òåîðåìó ßðíèêà è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî.

Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì Ek =
{

(x1, x2) ∈ N2 : (x1, x2) = 1, k2 6 x1, x2 6 k
}
.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ∆ =

∣∣∣∣∣∣det

 x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣∣∣, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ∑
(x1, x2)∈Ek
(y1, y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

1

∆
6 9k2 ln k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Oy1y2. Äëÿ òî÷êè (x1, x2)∈Ek

ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ïðÿìûõ x1y2 − x2y1 = q, ãäå q∈Z. Óðàâíåíèå ïðÿìîé èç

ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå det

 x1 x2

y1 y2

 = q. Âñå òî÷-

êè ðåøåòêè Z2 ëåæàò íà ýòèõ ïðÿìûõ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìûìè

èç ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíî 1√
x21+x22

. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè öåëûìè òî÷-

êàìè íà êàæäîé ïðÿìîé èç ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíî
√
x2

1 + x2
2 >

k√
2
. Íà êàæäîé

ïðÿìîé áóäåò íå áîëåå 2 òî÷åê (y1, y2)∈Ek. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ïàðû

(x1, x2)∈Ek è (y1, y2)∈Ek, òî ∆ 6 k2. Îöåíèì èíòåðåñóþùóþ íàñ ñóììó

∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

1

∆
=

∑
(x1, x2)∈Ek

k2∑
n=1

∑
∆=n

(y1,y2)∈Ek

1

∆
6

∑
(x1, x2)∈Ek

k2∑
n=1

4

n
6

6
∑

(x1, x2)∈Ek

(4 + 8 ln k) 6 9k2 ln k.
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Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà S ñî ñòîðîíîé λ, âåðíû íåðàâåíñòâà

λ2

(
ε

3ζ(2)
− 37

ε2

ζ2(2)

)
6 µ(Mk∩S) 6 5ελ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç S(x1, x2, k1, k2) ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè k1
x1

è k2
x2
, ãäå x1, x2, k1, k2∈N0. Â ñëó÷àå x1 = 0 èëè x2 = 0 ïîä S ïîíèìàåòñÿ

áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oα èëè îñè Oβ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà S è ëþáîé ïàðû ÷èñåë (x1, x2), åñëè ïîëîæèòü

k1 = [λx1] è k2 = [λx2], òî ìîæíî óêàçàòü äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, öåí-

òðû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ öåíòðîì êâàäðàòà S è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

S(x1, x2, k1, k2)⊂S⊂S(x1, x2, k1 + 1, k2 + 1).

Çàïèøåì îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà ìåðó ïåðåñå÷åíèÿ Mk è S

µ
(
Mk∩S

)
>
∑

(x1, x2)∈Ek

µ(A(x1, x2)∩S)−
∑

(x1, x2)∈Ek
(y1, y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

µ(A(x1, x2)∩A(y1, y2)∩S). (1.4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.3) è ôîð-

ìóëîé âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

µ
(
Mk∩S

)
= µ

 ⋃
(x1, x2)∈Z2

16max(|x1|,|x2|)6k

(A(x1, x2)∩S)

>µ

 ⋃
(x1, x2)∈Ek

(A(x1, x2)∩S)

>

>
∑

(x1, x2)∈Ek

µ(A(x1, x2)∩S) −
∑

(x1, x2)∈Ek
(y1, y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

µ(A(x1, x2)∩A(y1, y2)∩S).

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâà ìíîæåñòâà A(x1, x2), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
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ðàâåíñòâà

µ(A(x1, x2)∩S(x1, x2, k1, k2)) =



2ε
k2
k1k2
x1x2

, x1, x2 6= 0;

2ε
k2
k2
x2
, x1 = 0, x2 6= 0;

2ε
k2
k1
x1
, x2 = 0, x1 6= 0.

Îöåíèì ñíèçó ïåðâóþ ñóììó èç íåðàâåíñòâà (1.4).∑
(x1, x2)∈Ek

µ(A(x1, x2)∩S) >
∑

(x1, x2)∈Ek

µ(A(x1, x2)∩S(x1, x2, k1, k2)) =

=
2ε

k2

∑
(x1, x2)∈Ek

k1k2

x1x2
>

2ε

k2

∑
(x1, x2)∈Ek

(λx1 − 1)(λx2 − 1)

x1x2
=

=
2ε

k2

∑
(x1, x2)∈Ek

(
λ2 − λ

x1
− λ

x2
+

1

x1x2

)
=

2ε

k2

(
λ2 k2

4ζ(2)
+O(k ln k)

)
=

=
λ2ε

2ζ(2)
+O

(
ln k

k

)
>

λ2ε

3ζ(2)
.

Îöåíèì ñâåðõó ìåðó ìíîæåñòâàA(x1, x2)∩A(y1, y2)∩S. Êâàäðàò S è ïàðàë-

ëåëîãðàìì ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè ìåíüøå,

÷åì λ√
2
+ 2ε

k 6 λ. Åñëè âçÿòü êâàäðàò 3S, ó êîòîðîãî öåíòð ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

êâàäðàòà S è ñòîðîíà ðàâíà 3λ, òî öåíòðû òåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, êîòîðûå

çàäåâàþò êâàäðàò S áóäóò ëåæàòü âíóòðè êâàäðàòà 3S. Ïî ëåììå 1.1 áóäåò

#(3S∩Λ) 6 9λ2∆ + 6λ
√
x2

1 + y2
1 + 6λ

√
x2

2 + y2
2,

ãäå ∆ =

∣∣∣∣∣∣det

 x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣∣∣.
Ñèìâîë #(·), çäåñü è äàëåå, îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå.

Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó âòîðîé ñóììû èç íåðàâåíñòâà (1.4) âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé (1.2) è ëåììîé 1.2∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

µ(A(x1, x2)∩A(y1, y2)∩S) 6
∑

(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2) 6=(y1,y2)

#(3S∩Λ)
4ε2

∆k4
6
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6
∑

(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

(
9λ2∆ + 6λ

√
x2

1 + y2
1 + 6λ

√
x2

2 + y2
2

)
4ε2

∆k4
6

6
12ε2

k4

∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

(
3λ2 + λ

2
√

2k

∆
+ λ

2
√

2k

∆

)
=

36λ2ε2

k4

∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2)6=(y1,y2)

1+

+
48
√

2λε2

k3

∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

(x1,x2) 6=(y1,y2)

1

∆
6

36λ2ε2

k4

∑
(x1,x2)∈Ek
(y1,y2)∈Ek

1 +
432
√

2λε2 ln k

k
6

37λ2ε2

ζ2(2)
.

Îãðàíè÷åíèå ñíèçó äëÿ µ(Mk∩S) äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì

E∗k = {(x1, x2)∈Z2 : 16x16k, 16|x2|6k}

è

S∗=S(x1, x2, k1 + 1, k2 + 1).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.3), ñâîéñòâîì A(x1, x2)=A(−x1,−x2) è ïîëó-

÷èì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà µ(Mk∩S)

µ(Mk∩S) = µ

 ⋃
(x1,x2)∈Z2

16max(|x1|,|x2|)6k

(A(x1, x2)∩S)

 6 µ

 ⋃
x1=0

16x26k

(A(x1, x2)∩S)

+

+µ

 ⋃
x2=0

16x16k

(A(x1, x2)∩S)

+ µ

 ⋃
(x1, x2)∈E∗k

(A(x1, x2)∩S)

6

62
∑
x1=0

16x26k

µ (A(x1, x2)∩S∗) +
∑

(x1, x2)∈E∗k

µ (A(x1, x2)∩S∗) =
4ε

k2

k∑
x2=1

k2 + 1

x2
+

+
2ε

k2

∑
(x1, x2)∈E∗k

(k1 + 1)(k2 + 1)

x1x2
6

4ε

k2

k∑
x2=1

λx2 + 1

x2
+
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+
2ε

k2

∑
(x1, x2)∈E∗k

(λx1 + 1)(λx2 + 1)

x1x2
=

=
4ε

k2

k∑
x2=1

(
λ+

1

x2

)
+

2ε

k2

∑
(x1, x2)∈E∗k

(
λ2 +

λ

x1
+
λ

x2
+

1

x1x2

)
=

=
2ε

k2

(
2λ2k2 +O(k ln k)

)
= 4ελ2 +O

(
ln k

k

)
6 5ελ2.

Ëåììà 1.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà S ñî ñòîðîíîé λ âåðíî íåðàâåíñòâî

λ2 − 5λ2ε 6 µ(S∩Mk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1.1) è ëåììîé 1.3

µ(S∩Mk) = µ(S)− µ(S∩Mk) > λ2 − 5ελ2.

Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.

1.2. Èçó÷åíèå ôóíêöèè ψΘ(t) â ñëó÷àå m > 2 è n = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ψΘ(t) èìååò âèä

ψ
α1

.

.

.

αm


(t) = min

16x6t
max

j=1,...,m
‖xαj‖.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè îáîçíà÷èì pm = (p1, . . . , pm) ∈ Zm. Íà êóáå [0; 1]m

ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:

Mk =


(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ψ

α1

.

.

.

αm


(k) >

ε
m
√
k


=

=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∀q∈[1; k] max

16i6m
{‖αiq‖} >

ε
m
√
k

}
=
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=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∀q∈[1; k] ∃pm max

16i6m
{|αiq − pi|} >

ε
m
√
k

}
=

=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∀q∈[1; k] ∃pm max

16i6m

{∣∣∣∣αi − pi
q

∣∣∣∣} >
ε

q m
√
k

}
;

Mk =


(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ψ

α1

.

.

.

αm


(k) 6

ε
m
√
k


=

=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∃q∈[1; k] max

16i6m
{‖αiq‖} 6

ε
m
√
k

}
=

=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∃q∈[1; k] ∀pm max

16i6m
{|αiq − pi|} 6

ε
m
√
k

}
=

=

{
(α1, . . . , αm)∈[0; 1]m : ∃q∈[1; k] ∀pm max

16i6m

{∣∣∣∣αi − pi
q

∣∣∣∣} 6
ε

q m
√
k

}
.

Âåðíî ðàâåíñòâî

µ(Mk) = 1− µ(Mk). (1.5)

Äëÿ ÷èñëà q îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A(q), êàê îáúåäèíåíèå êóáîâ ñ öåíòðà-

ìè â òî÷êàõ
(
p1
q ,

p2
q , . . . ,

pm
q

)
ïðè pi = 0, 1, . . . , q è ñî ñòîðîíîé 2ε

q m
√
k
.

Âåðíî ðàâåíñòâî

Mk =
k⋃
q=1

(A(q)∩[0, 1]m) . (1.6)

Ñèìâîë d·e îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ñâåðõó.

Ëåììà 1.5. Äëÿ ëþáîãî êóáà S ñî ñòîðîíîé λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λm − 2(4λε)m 6 µ(S∩Mk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A(q) íà êàæäóþ êîîðäèíàòíóþ

îñü ýòî îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ âèäà
[
p
q −

ε
q m
√
k
, pq + ε

q m
√
k

]
ïðè p = 0, 1, . . . , q.

Î÷åâèäíî îòðåçîê äëèíû λ çàäåíåò íå áîëåå
⌈(
λ+ 2ε

q m
√
k

)
: 1
q

⌉
6
(
λ+ 2ε

q m
√
k

)
q+

1 6 λq + 2 îòðåçêîâ èç ïðîåêöèè ìíîæåñòâà A(q) ïî êàæäîé îñè. Ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî

µ(S∩A(q)) 6 (λq + 2)m
(2ε)m

kqm
.
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Ïðèìåíèì ôîðìóëó (1.6) è íàéäåì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ìåðó ïåðåñå÷å-

íèÿ

µ(S∩Mk) = µ

(
k⋃
q=1

(S∩A(q))

)
6

k∑
q=1

µ(S∩A(q)) 6
k∑
q=1

(λq + 2)m
(2ε)m

kqm
6

6
k∑
q=1

((2λq)m + 4m)
(2ε)m

kqm
=

(4λε)m

k

k∑
q=1

1 +
8mεm

k

k∑
q=1

1

qm
6

6 (4λε)m +
8mεm

k

∞∑
q=1

1

q2
6 2(4λε)m.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî è ôîðìóëó (1.5)

µ(S∩Mk) = µ(S)− µ(S∩Mk) > λm − 2(4λε)m.

Ëåììà 1.5 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.6. Äëÿ m > 2 âåðíî íåðàâåíñòâî∑
dk/2e6q1<q26k

(q1, q2)
m

qm2
6

2k

5
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (q1, q2)=d, q1=dl
(
l>
⌈
k
2d

⌉)
è q2=dp(

p>l+1>
⌈
k
2d

⌉
+1
)
ñ óñëîâèåì (l, p) = 1, òîãäà

∑
dk/2e6q1<q26k

(q1, q2)
m

qm2
=

k∑
q2=dk2e+1

q2−1∑
q1=dk2e

(q1, q2)
m

qm2
=

[k/2]∑
d=1

[k/d]∑
p=d k2de+1

p−1∑
l =

⌈
k
2d

⌉
(l, p)=1

1

pm
6

6
[k/2]∑
d=1

[k/d]∑
p=d k2de+1

p−1∑
l=1

(l, p)=1

1

pm
=

[k/2]∑
d=1

[k/d]∑
p=d k2de+1

ϕ(p)

pm
6

k∑
p=2

[k/p]∑
d=1

ϕ(p)

pm
=

=
k∑
p=2

[
k

p

]
ϕ(p)

pm
6k

k∑
p=2

ϕ(p)

pm+1
6k

( ∞∑
p=1

ϕ(p)

pm+1
−1

)
=

= k

(
ζ(m)

ζ(m+ 1)
− 1

)
6k

(
ζ(2)

ζ(3)
−1

)
6

2k

5
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà

∞∑
p=1

ϕ(p)

pm
=
ζ(m− 1)

ζ(m)

ìîæíî íàéòè â [22] íà ñòð. 250.

Ëåììà 1.6 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü W - âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, N - ÷èñëî öå-

ëûõ òî÷åê â îáëàñòè W . Åñëè íàéäóòñÿ 3 öåëûå òî÷êè âíóòðè îáëàñòè íå

ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òî

N 6 2µ(W ) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå öåëûå òî÷êè, ëåæàùèå â îáëàñòè W ,

äëÿ íèõ ïîñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó. Ïîëó÷èì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ïèêà, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

B +
Γ

2
− 1 6 µ(W ).

ãäå B åñòü êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, à Γ �

êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà. Èç ñîîòíîøåíèÿ N = B + Γ

ïîëó÷àåì

N − 2 6 2µ(W ).

Ëåììà 1.7 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Op1p2. Äëÿ ïàðû (q1, q2)∈N2 è ÷èñëà δ > 0 ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ:

• C � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè (1+δ)λq1 è (1+δ)λq2, ïàðàëëåëüíûìè

îñÿì;

• C0 =
[
0, (1+δ)

2 λq1

]
×
[
0, (1+δ)

2 λq2

]
;

• D =
{

(p1, p2) ∈ R2 : |q2p1 − q1p2| 6 d
[
ε(q1+q2)

d m
√
k

]}
, ãäå d � íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë q1 è q2;

• lq � ïðÿìàÿ q2p1 − q1p2 = q.
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Çàïèøåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ïðÿìûõ âèäà lq:

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðÿìûìè âèäà lq ðàâíî
1√
q21+q22

.

2. Âñå öåëûå òî÷êè (p1, p2)∈Z2 ëåæàò íà ïðÿìûõ âèäà lq, ðàññòîÿíèå

ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè íà îäíîé ïðÿìîé ðàâíî
√
q2

1 + q2
2.

Çàïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáëàñòè D:

1. Êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ lq â îáëàñòè D ðàâíî 2d
[
ε(q1+q2)

d m
√
k

]
+ 1;

2. Øèðèíà ïîëîñû D ðàâíà h = 2
[
ε(q1+q2)

d m
√
k

]
d√
q21+q22

6 2
√

2ε
m
√
k
.

3. Åñëè d > 2εk1−1/m, òî D = l0.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà:

• Trk = {(q1, q2)∈Z2 : dk/2e 6 q1 < q2 6 k};

• J = {(q1, q2)∈Trk : ∃C = C1 #(D∩C1∩Z2) > N0},

ãäå N0 = 8(1 + δ)ελk1−1/m + 6;

• J0 = {(q1, q2)∈Trk : (q1, q2) = d > d0}, ãäå d0 = 9εk1−1/m;

• J1 =
{

(q1, q2)∈Trk : #(D∩C0∩Z2) > N0

2

}
;

• Prk=
{

(p1, p2)∈
[
0,

m
√
k

4ε

]2

∩ N2 : (p1, p2) = 1, 1 6 p2
p1

6 2

}
.

Ëåììà 1.8.Äëÿ êàæäîé ïàðû (q1, q2)∈J âñå öåëûå òî÷êè â D∩C1 ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé l c øàãîì γ, ãäå

1 6 γ 6
m
√
k

4ε
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáëàñòü D∩C1 ìîæíî âëîæèòü â ïàðàëëåëîãðàìì

ñ âûñîòîé h è ñòîðîíîé
√

2(1+δ)λk. Òàêèì îáðàçîì ìåðà µ(D∩C1) 6

4(1+δ)ελk1−1/m.

Ïóñòü òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òîãäà ïî ëåììå 1.7, êîëè÷åñòâî

öåëûõ òî÷åê N â îáëàñòè µ(D∩C1) áóäåò

N 6 2µ(D∩C1) + 2 6 8(1 + δ)ελk1−1/m + 2,

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî (q1, q2)∈J .
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Ìàêñèìàëüíûé îòðåçîê â D∩C1 ýòî äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà C1. Äëè-

íà äèàãîíàëè ðàâíà
√

2(1 + δ)λk, ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà îòðåçêå

òàêîé äëèíû äîëæíî áûòü íå ìåíåå N0, ïîýòîìó øàã γ íå ìîæåò ïðåâûøàòü

âåëè÷èíû √
2(1 + δ)λk

N0 − 1
6

√
2(1 + δ)λk

N0 − 6
=

√
2 m
√
k

8ε
6

m
√
k

4ε
.

Ëåììà 1.8 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.9. Ïóñòü l - ïðÿìàÿ èç ëåììû 1.8, γ - ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-

ìÿ ñîñåäíèìè öåëûìè òî÷êàìè íà ýòîé ïðÿìîé, ω - óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

l è l0, òîãäà

sinω 6
1

2kλγ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ÷èñëî a = d
[

ε
d m
√
k

(q1 + q2)
]
. Ïîñòðîèì ïðÿ-

ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê A1A2A3 ñ ãèïîòåíóçîé A1A2, ãäå

A1 = l∩la;

A2 = l∩l−a;

A3∈la;

A1A3⊥l.

Äëèíû ñòîðîí |A1A2| > (N0−1)γ è |A1A3| = h. Îöåíèì ñèíóñ óãëà ìåæäó

ïðÿìûìè l è l0

sinω =
|A1A3|
|A1A2|

6
h

(N0 − 1)γ
6

2
√

2ε
m
√
k(N0 − 6)γ

6
1

2kλγ
.

Åñëè D = l0, òî l = l0 è sinω = 0.

Ëåììà 1.9 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.10. Åñëè (q1, q2)∈J , òî

#(D∩C0∩Z2) >
N0

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (q1, q2)∈J , òîãäà ñóùåñòâóåò êâàäðàò C1, òàêîé

÷òî â îáëàñòèD∩C1 áóäåò ëåæàòüN > N0 öåëûõ òî÷åê. Èç âñåõ öåëûõ òî÷åê â

D∩C1 âûäåëèì äâå òî÷êè ps è pd - ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ ïðàâàÿ ñîîòâåòñòâåííî

ïî îñè Op1. Âîçüìåì òî÷êó pc = ps+pd
2 . Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.
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1-ûé ñëó÷àé. Åñëè N - íå÷åòíîå, òî pc - öåëàÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ

ñäâèã íà âåêòîð −pc, ãäå âåêòîð pc - ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè pc.

Òî÷êè φ(pc) = (0, 0)∈D∩C0 è φ(pd)∈D∩C0, à çíà÷èò è îáðàçû âñåõ öåëûõ

òî÷åê ìåæäó pc è pd òîæå ëåæàò â îáëàñòè D∩C0. Êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê â

îáëàñòè D∩C0 áóäåò

#(D∩C0∩Z2) >
N + 1

2
>
N0 + 1

2
>
N0

2
.

2-îé ñëó÷àé. Åñëè N - ÷åòíîå, òî òî÷êà pc ëåæèò ïîñåðåäèíå äâóõ öåëûõ

òî÷åê ñ ïðÿìîé l, âîçüìåì ïðàâóþ òî÷êó, îáîçíà÷èì å¼ pcd. È ñäåëàåì ñäâèã

íà âåêòîð −pcd, ãäå âåêòîð pcd - ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè pcd. Òî÷êè φ(pcd) =

(0, 0)∈D∩C0 è φ(pd)∈D∩C0, à çíà÷èò è îáðàçû âñåõ öåëûõ òî÷åê ìåæäó pcd

è pd òîæå ëåæàò â îáëàñòè D∩C0.

Êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê â îáëàñòè D∩C0 áóäåò

#(D∩C0∩Z2) >
N

2
>
N0

2
.

Ëåììà 1.10 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.11. Äëÿ ëþáîãî (q1, q2)∈Trk âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

#(D∩C∩Z2) 6

((
32ελk1−1/m

)m
+

(
16εk1−1/m

d

)m
+ (8λd)m + 4m

)1/m

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ lq â îáëàñòè D, íà êîòîðûõ ëåæàò

öåëûå òî÷êè ðàâíî

2

[
ε

d m
√
k

(q1 + q2)

]
+ 1 6

4εk1−1/m

d
+ 1.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êàæäîé ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà òî÷åê íà

äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà C. Íà êàæäîé ïðÿìîé ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè√
q21+q22
d . Äëèíà äèàãîíàëè

√
((1 + δ)λq1)

2 + ((1 + δ)λq2)
2 = (1 + δ)λ

√
q2

1 + q2
2.

Çíà÷èò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êàæäîé ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò âå-

ëè÷èíû
(1 + δ)λ

√
q2

1 + q2
2√

q21+q22
d

+ 1 = (1 + δ)λd+ 1. (1.7)
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Òàêèì îáðàçîì âñ¼ êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê â îáëàñòè D∩C îöåíèì òàê

#(D∩C∩Z2) 6

(
4εk1−1/m

d
+ 1

)
(2λd+ 1) =

=

((
4εk1−1/m

d
+ 1

)m
(2λd+ 1)m

)1/m

6

6

(((
8εk1−1/m

d

)m
+ 2m

)
((4λd)m + 2m)

)1/m

=

=

((
32ελk1−1/m

)m
+

(
16εk1−1/m

d

)m
+ (8λd)m + 4m

)1/m

.

Ëåììà 1.11 äîêàçàíà.

Âîêðóã êàæäîé òî÷êè (p1, p2)∈Prk ïîñòðîèì ñåêòîð V(p1, p2) ñ óãëîì φ,

äëÿ êîòîðîãî âåðíî íåðàâåíñòâî sinφ = 1
kλγ , ãäå γ =

√
p2

1 + p2
2 è òî÷êà (p1, p2)

ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà φ. Ïîä ñåêòîðîì áóäåì ïîíèìàòü îáëàñòü ìåæäó

äâóìÿ ïðÿìûìè âèäà y = k1x è y = k2x. Îáúåäèíåíèå âñåõ ïîëó÷èâøèõñÿ

ñåêòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç V.

Ëåììà 1.12. Âåðíû âêëþ÷åíèÿ J0 ⊂ J ⊂ J1 ⊂ (V∩Trk) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå J0 ⊂ J . Åñëè ïàðà (q1, q2)∈J0, òî

D = l0. Âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíèê C = [0, (1 + δ)λq1] × [0, (1 + δ)λq2]. Îöåíèì

êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê â D ∩ C

#
(
D∩C∩Z2

)
= #(l0∩C∩Z2) =

(1 + δ)λ
√
q2

1 + q2
2√

q21+q22
d

+ 1 >

>
(1 + δ)λ

√
q2

1 + q2
2√

q21+q22
d

= (1 + δ)λd > 9(1 + δ)ελk1−1/m > 8(1 + δ)ελk1−1/m + 6.

Âêëþ÷åíèå J0 ⊂ J äîêàçàíî.

Âêëþ÷åíèå J ⊂ J1 äîêàçàíî â ëåììå 1.10.

Åñëè (q1, q2)∈J1, òî â îáëàñòè D∩C0 âñå öåëûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé l, òàê êàê µ(D∩C0) 6 2(1+δ)ελk1−1/m.
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Ïóñòü òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òîãäà ïî ëåììå 1.7, êîëè÷åñòâî

öåëûõ òî÷åê â îáëàñòè µ(D∩C0) áóäåò

2µ(D∩C0) + 2 6 4(1 + δ)ελk1−1/m + 2 <
N0

2
,

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî (q1, q2)∈J1. Ïðÿìûå l è l0 ïåðåñåêàþòñÿ â

íà÷àëå êîîðäèíàò è ñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè l è l0 íå ïðåâîñõîäèò âåëè-

÷èíû 1
2kλγ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿì â ëåììå 1.9.

Äîêàæåì âêëþ÷åíèå J1 ⊂ (V∩Trk).

Åñëè òî÷êà (q1, q2)/∈V, òî (q1, q2)/∈J1, ïîòîìó êàê ñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìîé

l0 è ëþáûì ðàäèóñ-âåêòîðîì (p1, p2), ãäå (p1, p2)∈Prk áîëüøå ÷åì sin φ
2 >

sinφ
2 = 1

2kλγ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ÷òî ñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè l è l0 íå

ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 1
2kλγ .

Ëåììà 1.12 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.13. Êîëè÷åñòâî ïàð (q1, q2)∈J íå áîëåå 2k1+
3

2m

λε2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñêîëüêî òî÷åê (q1, q2)∈Trk ïîïàäàþò â êàæ-

äûé ñåêòîð V(p1, p2). Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé. Âñå öåëûå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé l0, òîãäà èõ êîëè÷åñòâî

íå áîëüøå ÷åì
√

2k
γ + 1.

Âòîðîé ñëó÷àé. Äëÿ îáëàñòè V(p1, p2)∩[1, k]2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû

1.7, òîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê íå áîëüøå ÷åì

2µ(V(p1, p2)∩[1, k]2)+2 6 2 · 1
2

(√
2k
)2

sinφ+ 2 6
2k

λγ
+ 2.

Îöåíèì îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê

#J6#(V∩Trk)=#

 ⋃
(p1,p2)∈Prk

(V(p1, p2)∩Trk)

6

6
∑

(p1,p2)∈Prk

#(V(p1, p2)∩Trk) 6
∑

(p1,p2)∈Prk

(√
2k

γ
+ 1 +

2k

λγ
+ 2

)
6
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6
∑

(p1,p2)∈Prk

(
2k

λγ
+

2k

λγ
+ 3

)
6

∑
(p1,p2)∈Prk

4k

λγ
+

3k2/m

16ε2
=

=
∑

(p1,p2)∈Pr
16γ6

2m√
k

4ε

4k

λγ
+
∑

(p1,p2)∈Prk
2m√

k
4ε <γ6

m√
k

4ε

4k

λγ
+

3k2/m

16ε2
6
∑

(p1,p2)∈Pr
16γ6

2m√
k

4ε

4k

λ
+
∑

(p1,p2)∈Pr
2m√

k
4ε <γ6

m√
k

4ε

16kε

λ 2m
√
k

+
3k2/m

16ε2
6

6
4k

λ

k1/m

16ε2
+

16kε

λ 2m
√
k

k2/m

16ε2
+

3k2/m

16ε2
=
k1+ 1

m

4λε2
+
k1+ 3

2m

λε
+

3k
2
m

16ε2
6

2k1+ 3
2m

λε2
.

Ëåììà 1.13 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.14.Äëÿ ëþáîãî êóáà S ñî ñòîðîíîé λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(2λε)m

6
− (68λε2)m

4
6 µ(S∩Mk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà ìåðó ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà

Mk ñ êóáîì S çàïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

µ(S∩Mk) >
k∑

q=dk/2e

µ (S∩A(q))−
∑

dk/2e6q1<q26k

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) . (1.8)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (1.6) è äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî

µ(S∩Mk) = µ

(
k⋃
q=1

(S∩A(q))

)
> µ

 k⋃
q=dk/2e

(S∩A(q))

 >

>
k∑

q=dk/2e

µ (S∩A(q))−
∑

dk/2e6q1<q26k

µ
(

(S∩A(q1))
⋂

(S∩A(q2))
)

=

=
k∑

q=dk/2e

µ (S∩A(q))−
∑

dk/2e6q1<q26k

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) .

Ïåðâóþ ñóììó èç (1.8) ñíèçó ìîæíî îöåíèòü òàêèì îáðàçîì

k∑
q=dk/2e

µ(S∩A(q)) >
(1− δ)m(2λε)m

2
. (1.9)

Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî. Ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A(q) íà êàæäóþ êîîð-

äèíàòíóþ îñü ýòî îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ âèäà
[
p
q −

ε
q m
√
k
, pq + ε

q m
√
k

]
ïðè p =
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0, 1, . . . , q. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîåêöèé ìíîæåñòâà A(q), êîòîðûå ïîë-

íîñòüþ ïîïàäóò â îòðåçîê äëèíû λ ðàâíî
[(
λ− 2ε

m
√
kq

)
: 1
q

]
> λq − 2ε

m
√
k
− 1 >

λq − 2. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

k∑
q=dk/2e

µ(S∩A(q)) >
k∑

q=dk/2e

(λq − 2)m
2mεm

kqm
>

k∑
q=dk/2e

((1− δ)λq)m 2mεm

kqm
=

=
k∑

q=dk/2e

(1− δ)m(2λε)m

k
>

(1− δ)m(2λε)m

2
.

Â ñóììå
∑

dk/2e6q1<q26k
µ (S∩A(q1)

⋂
A(q2)) íàéäåì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà êàæ-

äîå ñëàãàåìîå. Ñíà÷àëà íàéäåì îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé. Âû-

ïèøåì óñëîâèÿ íà ïîïàðíîå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ íà

ïåðâóþ îñü.

Ïðîåêöèè ìíîæåñòâ A(q1) è S ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè

α1 −
ε

m
√
kq1

6
p1

q1
< α1 + λ+

ε
m
√
kq1

.

Ïðîåêöèè ìíîæåñòâ A(q2) è S ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè

α1 −
ε

m
√
kq2

6
p2

q2
< α1 + λ+

ε
m
√
kq2

.

Ïðîåêöèè ìíîæåñòâ A(q1) è A(q2) ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò p1 è p2,

òàêèå ÷òî ∣∣∣∣p1

q1
− p2

q2

∣∣∣∣ < ε
m
√
k

(
1

q1
+

1

q2

)
.

Åñëè ïàðà (p1, p2) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåì íåðàâåíñòâàì, òî ïðîåêöèè ìíî-

æåñòâ S, A(q1) è A(q2) ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåïèøåì ýòè íåðàâåíñòâà ïî äðóãîìó

0 6 p1 − α1q1 + ε
m
√
k
< λq1 + 2ε

m
√
k

0 6 p2 − α1q2 + ε
m
√
k
< λq2 + 2ε

m
√
k

|p1q2 − p2q1| < ε
m
√
k

(q1 + q2)
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Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Op1p2. Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà çàäàþò ïðÿìî-

óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè λq1 + 2ε
m
√
k
è λq2 + 2ε

m
√
k
, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå C. Òðåòüå íåðàâåíñòâî çàäàåò ïðÿìûå âèäà p1q2−p2q1=q, ãäå

q = 0,±d, . . . ,±d
[

ε
d m
√
k

(q1+q2)
]
, òî åñòü â òî÷íîñòè ïðÿìûå èç îáëàñòè

D. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû áóäåò íå áîëåå, ÷åì

#(D∩C∩Z2).

Âñ¼ ìíîæåñòâî ïàð (q1, q2) ðàçîáüåì íà òðè ñëó÷àÿ:

ïàðà (q1, q2)∈J0, òîãäà D = l0 è ïî ôîðìóëå (1.7)

#(D∩C∩Z2) 6 (1 + δ)λd+ 1;

ïàðà (q1, q2)∈J \ J0, âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé èç ëåììû 1.11

#(D∩C∩Z2) 6

((
32ελk1−1/m

)m
+

(
16εk1−1/m

d

)m
+ (8λd)m + 4m

)1/m

;

ïàðà (q1, q2)∈Trk \ J , òîãäà

#(D∩C∩Z2) < N0 = 8(1 + δ)ελk1−1/m + 6 6 17ελk1−1/m.

Ñóììó ìîæíî çàïèñàòü

∑
dk/2e6q1<q26k

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) =

∑
J0

+
∑
J\J0

+
∑
Trk\J

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) .

Äëÿ óäîáñòâà âìåñòî
∑

(q1,q2)∈J
,

∑
(q1,q2)∈J\J0

è
∑

(q1,q2)∈Trk
áóäåì ïèñàòü

∑
J

,
∑
J\J0

è∑
Trk

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíèì ëåììó 1.6 è ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå íà ñóììó ïî (q1, q2)∈J0∑
J0

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) 6
∑
J0

(
#(D∩C∩Z2)

)m (2ε)m

kqm2
6

6
∑
J0

((1+δ)λd+1)m
(2ε)m

kqm2
6
∑
J0

((1+2δ)λd)m
(2ε)m

kqm2
6

6
(1 + 2δ)mλm(2ε)m

k

∑
Trk

dm

qm2
6

2(1 + 2δ)mλm(2ε)m

5
.
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Îöåíèì ñóììó ïî (q1, q2)∈J \ J0∑
J\J0

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) 6
∑
J0

(
#(D∩C∩Z2)

)m (2ε)m

kqm2
6

6
∑
J\J0

((
32ελk1−1/m

)m
+

(
16εk1−1/m

d

)m
+ (8λd)m + 4m

)
(4ε)m

km+1
=

=
(128ε2λ)m

k2

∑
J\J0

1 +
(64ε2)m

k2

∑
J\J0

1

dm
+

(32ελ)m

km+1

∑
J\J0

dm +
(16ε)m

km+1

∑
J\J0

1 6

6
(128ε2λ)m

k2

∑
J

1 +
(64ε2)m

k2

∑
J

1 +
(32ελ)m

km+1

∑
J\J0

(9εk1−1/m)m +
(16ε)m

km+1

∑
Trk

1 6

6
(128ε2λ)m

k2

2k1+ 3
2m

λε2
+

(64ε2)m

k2

2k1+ 3
2m

λε2
+

(288ε2λ)m

k2

∑
J

1 +
(16ε)m

km+1
k2 6

6
(128ε2λ)m

k2

2k1,75

λε2
+

(64ε2)m

k2

2k1,75

λε2
+

(288ε2λ)mk1,75

k2
+

(16ε)m

k
6

1

λk0,25
6

1

k0,2
.

Íàéäåì îãðàíè÷åíèå íà ñóììó ïî (q1, q2)∈Trk \ J∑
Trk\J

µ (S∩A(q1)∩A(q2)) 6
∑
J0

#
(
D∩C∩Z2

)m (2ε)m

kqm2
6

6
∑
Trk\J

(
17ελk1−1/m

)m (2ε)m

k
(
k
2

)m =

=
∑
Trk\J

(68ε2λ)m

k2
6

(68ε2λ)m

k2

∑
Trk

1 6
(68ε2λ)m

4
.

Ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî (1.8) íåðàâåíñòâî (1.9) è íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå

âûøå

µ(S∩Mk) >
2m(1− δ)m(λε)m

2
− 2(1 + 2δ)m(2λε)m

5
− 1

k0,2
− (68ε2λ)m

4
>

>
2m(1− δ)m(λε)m

2
− 2(1 + 3δ)m(2λε)m

5
− (68ε2λ)m

4
>

= 2m(λε)m
(

(1− δ)m

2
− 2(1 + 3δ)m

5

)
− (68λε2)m

4
>

2m(λε)m

6
− (68λε2)m

4
.

Ëåììà 1.14 äîêàçàíà.
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1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Ïóñòü çäåñü è äàëåå (Ω,F , µ) - âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ Ω = [0; 1]m.

Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Mk} - ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëè åñëè

µ

( ∞⋂
r=1

∞⋃
k=r

Mk

)
= 1.

Òî åñòü ïî÷òè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Ω ïîïàäàþò â áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî

ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mk}.

Òåîðåìà Øóñòåðà [33].

Ïóñòü {Mk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Åñëè äëÿ ëþ-

áîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E, òàêîãî ÷òî µ(E) > 0, âûïîëíÿåòñÿ

∞∑
k=1

µ(E∩Mk) = +∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Áîðåëÿ-

Êàíòåëëè.

Òåîðåìà î ïëîòíîñòè. Ïóñòü E - èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ñ µ(E) > 0,

òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò êóá S, òàêîé ÷òî

µ(E∩S)

µ(S)
> 1− δ.

Ëåììà 1.15. Ïóñòü {Mk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,

äëÿ ëþáîãî êóáà S ñî ñòîðîíîé λ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0(λ) äëÿ

âñåõ k > k0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî µ(S∩Mk) > cµ(S), ãäå c - íåêîòîðàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå Mk è E îáîçíà÷àþò äîïîëíå-

íèå äëÿ ìíîæåñòâ Mk è E. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ E, S è Mk âûïîëíÿåòñÿ
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íåðàâåíñòâî

µ(E∩Mk) > µ(S∩E∩Mk) > µ(S)− µ(S∩Mk)− µ(S∩E). (1.10)

Èç óñëîâèÿ ëåììû äëÿ âñåõ k > k0(λ) áóäåò

µ(S∩Mk) = µ(S)− µ(S∩Mk) 6 µ(S)− cµ(S). (1.11)

Ïî òåîðåìå î ïëîòíîñòè äëÿ δ = c
2 ìîæíî âûáðàòü êóá S òàê, ÷òî

µ(S∩E) >
c

2
µ(S),

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

µ(S∩E) = µ(S)− µ(S∩E) 6
c

2
µ(S). (1.12)

Ïîäñòàâèì (1.11) è (1.12) â íåðàâåíñòâî (1.10)

µ(E∩Mk) > µ(S)− µ(S) + cµ(S)− c

2
µ(S) =

c

2
µ(S).

Âèäèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mk} âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû

Øóñòåðà, òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Áîðåëÿ- Êàíòåëëè.

Ëåììà 1.15 äîêàçàíà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñì. [10].

Ïóñòü A,A′ ⊂ X, B,B′ ⊂ Y . Òîãäà

1) (A×B)∩(A′ ×B′) = (A∩A′)× (B∩B′);

2) µX×Y (A×B) = µX(A) · µY (B).

Ëåììà 1.16. Ïóñòü {M 1
k} è {M 2

k} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Ω è äëÿ ëþáûõ

êóáîâ S1 è S2 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0 äëÿ âñåõ k > k0 âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà µ(M 1
k∩S1) > cµ(S1) è µ(M 2

k∩S2) > cµ(S2), ãäå c - íåêîòîðàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {M 1
k ×M 2

k} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Ψk} ={
M 1

k ×M 2
k

}
. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ ëåììû 1.15. Âîçüìåì êóá S = S1 × S2. Íàéäåì ìåðó ïåðåñå÷åíèÿ

µ(S∩Ψk) = µ((S1 × S2)∩
(
M 1

k ×M 2
k

)
) =

= µ((S1∩M 1
k )× (S2∩M 2

k )) = µ(S1∩M 1
k ) · µ(S2∩M 2

k ).

Ïî óñëîâèþ ëåììû äëÿ âñåõ k > k0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

µ(S1∩M 1
k ) · µ(S2∩M 2

k ) > cµ(S1) · cµ(S2) = c2µ(S).

Âèäèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ψk} âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1.15,

çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ψk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Áîðåëÿ-

Êàíòåëëè.

Ëåììà 1.16 äîêàçàíà.

1.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Ψk} =
{
Mk ×Mk

}
è {Φk} ={

Mk ×Mk

}
. Ïî ëåììàì 1.3, 1.4, 1.5, 1.14 è 1.16 îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ψk}

è {Φk} ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëè. Óñòàíîâèì âçàèì-

íîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè èç Ω è ìàòðèöàìè Θ.

Â ñëó÷àå n=2 è m=1, òî÷êå (α, β)∈[0, 1]2 ñîïîñòàâèì ìàòðèöó Θ =

(θ1
1 θ

2
1) = (αβ). Â ñëó÷àå n = 1 è m > 2 òî÷êå (α1, . . . , αj)∈[0, 1]m ñîïîñòàâèì

ìàòðèöó Θ =

(
θ11
.

.

.

θ1m

)
=

(
α1
1

.

.

.

α1
m

)
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî÷òè âñå òî÷êè, à çíà÷èò è ïî÷òè âñå ìàòðèöû ïîïà-

äàþò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ψk} è {Φk} áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Åñëè

(Θ,Θ′)∈Ψk, òî ðàçíîñòü ψΘ(t) − ψΘ′(t) > 0 è åñëè (Θ,Θ′)∈Φk, òî ðàçíîñòü

ψΘ(t)−ψΘ′(t) < 0, à çíà÷èò äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð ìàòðèö îñöèëëÿöèÿ ïðîèñõî-

äèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Òåîðåìà I äîêàçàíà.

38



Ãëàâà 2

Î ñðåäíåì çíà÷åíèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì èíòåãðàë

Iα(t) =

t∫
1

ψα(ξ)dξ

äëÿ ôóíêöèè

ψα(t) = min
16q6t

||qα||.

Âåëè÷èíà N = N(α, t) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

qN 6 t < qN+1, (2.1)

ò.å. êîëè÷åñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α íà îòðåçêå [1; t].

Â äàííîé ãëàâå áóäóò äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà II. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ÷èñåë α âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà

1) lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
=

1

2
,

2) lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

6 ln 2

π2
.

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0; 1) âûïîëíåíû íåðàâåí-

ñòâà

1) lim sup
t→∞

Iα(t)
N(α,t) 6 1,

2) lim inf
t→∞

Iα(t)
N(α,t) >

1
2 −

√
5

10 .

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáîãî d ∈
[

1
2 −

√
5

10 ; 1
]
ñóùåñòâóåò α, òàêîå ÷òî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= d.

Òåîðåìà V. Ïóñòü q0, q1, . . . , qn, . . . è r0, r1, . . . , rn, . . . � ñóòü çíàìåíà-

òåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ α è β ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ

(â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ïàð (α, β) ∈ [0, 1]2 âåðíî íåðàâåíñòâî

lim inf
n→∞

|Iα(qn)− Iβ(rn)| < +∞.
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2.1. Ôîðìóëû ñ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè.

Åñëè ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ÷èñëà α â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü

α = [a0; a1, a2, . . . , aν, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+ 1

aν + · · ·

,

ãäå a0 ∈ Z, aν ∈ N, t = 1, 2, 3, . . . (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé, â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè α ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì èëè íåò), òî ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè

ê α íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà

pν
qν

= [a0; , a1, a2, . . . , aν] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+ 1

aν

.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∣∣∣∣α− pν
qν

∣∣∣∣ =
1

q2
ν(αν+1 + α∗ν)

, (2.2)

ãäå

αν+1 = [aν+1; aν+2, ...], α∗ν = [0; aν, aν−1, ..., a1] =
qν−1

qν
.

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèè ψα(t). Ïðè qν 6 t < qν+1 áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

ψα(t) = ||qνα|| = |qνα− pν|. (2.3)

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (2.2), ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæå-

íèÿ ÷èñëà α åãî ïîäõîäÿùåé äðîáüþ pn
qn
, êîòîðàÿ èìååò âèä

||qνα|| =
1

qν(αν+1 + α∗ν)
, (2.4)

èëè

qν||qνα|| =
1

αν+1 + α∗ν
. (2.5)

Ôîðìóëû (2.3) è (2.4) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èíòåãðàë Iα(t) â âèäå

Iα(t) =
N∑
ν=1

qν − qν−1

qν−1αν + qν−2
+

t− qN
qNαN+1 + qN−1

, (2.6)
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ãäå N îïðåäåëåíî â (2.1). Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó. Ââå-

äåì íîâîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñëàãàåìûõ èç ôîðìóëû (2.6) è ïðåîáðàçóåì èõ:

Sν(α)=
qν − qν−1

qν−1

(
aν + 1

αν+1

)
+ qν−2

=
qν − qν−1

qν + qν−1
αν+1

=
(qν − qν−1)αν+1

qναν+1 + qν−1
=

(1− α∗ν)αν+1

αν+1 + α∗ν
.

(2.7)

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (2.6) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

AN+1(α, t) =
t− qN

qNαN+1 + qN−1
=

(
t

qN+1
− α∗N+1

)
αN+2

αN+2 + α∗N+1

.

Òåïåðü ôîðìóëó (2.6) ìîæíî çàïèñàòü

Iα(t) = GN(α) + AN+1(α, t), (2.8)

ãäå

GN(α) =
N∑
ν=1

Sν(α). (2.9)

Ïîñêîëüêó αν > 1, α∗ν ∈ [0, 1] ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

0 6 Sν(α) < 1. (2.10)

ßñíî ÷òî

0 6 AN+1(α, t) < SN+1(α). (2.11)

Èñïîëüçóÿ (2.9) è (2.10) âûâîäèì îöåíêó ñâåðõó

GN(α) < N. (2.12)

Èç (2.8) ,(2.10) è (2.11) ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà èíòåãðàë

GN(α) 6 Iα(t) < GN+1(α), (2.13)

è

Iα(t) = GN(α) +O(1). (2.14)

Íåðàâåíñòâî (2.13) äàåò îöåíêó ñâåðõó Iα(t) < N + 1 äëÿ ëþáîãî α ∈ R, èç

÷åãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ïóíêò 1) òåîðåìû III.
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2.2. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2) òåîðåìû III.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2) òåîðåìû III íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåïðåðûâ-

íûå äðîáè ñ âåùåñòâåííûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè. Â ýòîì ïóíêòå è äà-

ëåå äëÿ çàïèñè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáî-

çíà÷åíèåì x = (x1, x2, . . .), ãäå xi ∈ [1; +∞), i ∈ N. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

α(x) = [0; x1, x2, . . .]. Òàêæå îïðåäåëèì ôóíêöèè qν(x) è pν(x) êàê êîíòèíó-

àíòó (ñì. îïðåäåëåíèå 2.6 íà ñòð. 60)

qν(x) =


〈x1, . . . , xν〉, ν > 1;

1, ν = 0;

0, ν = −1,

pν(x) =


〈x1, . . . , xν−1〉, ν > 1;

0, ν = 0;

1, ν = −1.

Äëÿ âñåõ ν > 0 âûïîëíÿåòñÿ [12] íåðàâåíñòâî

qν(x) > 2
ν−1
2 . (2.15)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψα(x)(t) = |qN(x)α(x)− pN(x)|, ãäå N îïðåäåëÿåòñÿ

àíàëîãè÷íî (2.1). Ðàññìîòðèì èíòåãðàë Iα(x)(t) =
t∫

1

ψα(x)(ξ)dξ è ôóíêöèè

αν(x) =


[xν;xν+1, xν+2, . . .], ν > 1;

[0;x1, x2, . . . , ], ν = 0,

α∗ν(x) =


[0;xν, xν−1, xν−2, . . . , x1], ν > 1;

0, ν = 0.

Ïðè êàæäîì x âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

αν(x) > 1, ν > 1, (2.16)

0 6 α∗ν(x) 6 1, (2.17)

α∗ν(x) =
qν−1(x)

qν(x)
, (2.18)
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αν(x) = xν +
1

αν+1(x)
, (2.19)

α∗ν(x) =
1

xν + α∗ν−1(x)
, (2.20)

α(x)− pν(x)

qν(x)
=

(−1)ν

q2(x)(αν+1(x) + α∗ν(x))
. (2.21)

Ïî àíàëîãèè ñ (2.7) è (2.9) ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Sν(x) =
(1− α∗ν(x))αν+1(x)

αν+1(x) + α∗ν(x)
, Gn(x) =

n∑
ν=1

Sν(x).

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (2.14) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

Iα(t) = GN(x) +O(1), (2.22)

ãäå N îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íî (2.1).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé αν(x) è α∗ν(x) ïî ïåðåìåííîé

xk. Äëÿ ýòîãî óòî÷íèì çàâèñèìîñòü îò k-îãî àðãóìåíòà:

αν(x) =



xν + 1
αν+1(x) ν 6 k − 1;

xk + 1
αν+1(x) , ν = k;

xν + 1
αν+1(x) , ν > k + 1,

α∗ν(x) =



1
xν+α∗ν−1(x) , ν < k;

1
xk+α∗ν−1(x) , ν = k;

1
xν+α∗ν−1(x) , ν > k + 1.

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîäíûõ ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(
αν(x)

)′
xk

=



−
(
αν+1(x)

)′
xk(

αν+1(x)
)2 , ν 6 k − 1;

1, ν = k;

0, ν > k + 1,

(2.23)
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(
α∗ν(x)

)′
xk

=



0, ν < k;

− 1(
xk+α∗ν−1(x)

)2 , ν = k;

−
(
α∗ν−1(x)

)′
xk(

xν+α∗ν−1(x)
)2 , ν > k + 1.

(2.24)

Ïóñòü l ∈ N0. Èç (2.23) ïîëó÷àåì

sign (αν(x))′xk =


1, ν = k − 2l;

−1, ν = k − 1− 2l.

(2.25)

Àíàëîãè÷íî è äëÿ (α∗ν(x))′xk èç (2.24) âèäíî, ÷òî

sign (α∗ν(x))′xk =


−1, ν = k + 2l;

1, ν = k + 1 + 2l.

(2.26)

Ëåììà 2.1. Ôóíêöèÿ Gn(x) âîçðàñòàåò ïî êàæäîìó èç ïåðâûõ n + 1

àðãóìåíòó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî
(
Gn(x)

)′
xk
> 0, äëÿ k 6 n + 1. Íàéäåì

ïðîèçâîäíóþ ïî k-îìó àðãóìåíòó. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå íå áóäåì ïèñàòü

àðãóìåíò x.

(
Gn(x)

)′
xk

=
n∑
ν=1

(αν+1)
′
xk

(1− α∗ν)α∗ν
(αν+1 + α∗ν)

2
+

n∑
ν=1

(−α∗ν)′xkαν+1(αν+1 + 1)

(αν+1 + α∗ν)
2

. (2.27)

Èññëåäóåì ïåðâóþ ñóììó èç (2.27) è ïîêàæåì, ÷òî îíà íåîòðèöàòåëüíàÿ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (2.23), îòáðîñèì íóëåâûå ñëàãàåìûå

n∑
ν=1

(αν+1)
′
xk

(1− α∗ν)α∗ν
(αν+1 + α∗ν)

2
=

k−1∑
ν=1

(αν+1)
′
xk

(1− α∗ν)α∗ν
(αν+1 + α∗ν)

2
.
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Â íîâîé ñóììå, èñïîëüçóÿ óñëîâèå α∗0 = 0, ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè ñäåëàòü

÷åòíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, äîáàâèâ ñëàãàåìîå ñ ν = 0. Ñãðóïïèðóåì ñëàãà-

åìûå ïî äâà, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, è ïðåîáðàçóåì ñóììó, âîñïîëüçîâàâøèñü

(2.19) è (2.23):
k−1∑
ν=1

(αν+1)
′
xk

(1− α∗ν)α∗ν
(αν+1 + α∗ν)

2
=

=

[k−22 ]∑
l=0

(
(1− α∗k−1−2l)α

∗
k−1−2l(αk−2l)

′
xk

(αk−2l + α∗k−1−2l)
2

+
(1− α∗k−2−2l)α

∗
k−2−2l(αk−1−2l)

′
xk

(αk−1−2l + α∗k−2−2l)
2

)
=

=

[k−22 ]∑
l=0


(

1− 1
xk−1−2l+α∗k−2−2l

)
1

xk−1−2l+α∗k−2−2l(
αk−2l + 1

xk−1−2l+α∗k−2−2l

)2 (αk−2l)
′
xk
−

−
(1− α∗k−2−2l)α

∗
k−2−2l(

xk−1−2l + 1
αk−2l

+ α∗k−2−2l

)2

(αk−2l)
′
xk

(αk−2l)2

 =

=

[k−22 ]∑
l=0

(αk−2l)
′
xk

(
xk−1−2l − 1 + (α∗k−2−2l)

2

(αk−2l(xk−1−2l + α∗k−2−2l) + 1)2

)
.

Èç (2.25), ñëåäóåò ÷òî (αk−2l)
′
xk
> 0, äëÿ âñåõ l, à çíà÷èò è âñÿ ñóììà òîæå

ïîëîæèòåëüíà.

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà èç (2.27) âñåãäà íå îòðèöàòåëüíà.

Èç (2.24) è (2.26) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ è íà÷èíàåò-

ñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî ïðè ν = k. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî äâà.

Åñëè â ñóììå íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî

îòáðîñèòü, èáî îíî ïîëîæèòåëüíî, îò ýòîãî ñóììà òîëüêî óìåíüøèòñÿ. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ (2.19), (2.24), (2.26) è îöåíèì ñóììó ñíèçó

n∑
ν=1

(1 + αν+1)αν+1(−α∗ν)′xk
(αν+1 + α∗ν)

2
=

n∑
ν=k

(1 + αν+1)αν+1(−α∗ν)′xk
(αν+1 + α∗ν)

2
>

>

[n−k−12 ]∑
l=0

(
−

(1 + αk+1+2l)αk+1+2l(α
∗
k+2l)

′
xk

(αk+1+2l + α∗k+2l)
2

−
(1 + αk+2+2l)αk+2+2l(α

∗
k+1+2l)

′
xk

(αk+2+2l + α∗k+1+2l)
2

)
=
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[n−k−12 ]∑
l=0

−
(

1 + xk+1+2l + 1
αk+2+2l

)(
xk+1+2l + 1

αk+2+2l

)
(α∗k+2l)

′
xk(

xk+1+2l + 1
αk+2+2l

+ α∗k+2l

)2 −

− (1 + αk+2+2l)αk+2+2l(
αk+2+2l + 1

xk+1+2l+α∗k+2l

)2

(−α∗k+2l)
′
xk

(xk+1+2l + α∗k+2l)
2

 =

=

[n−k−12 ]∑
l=0

(−α∗k+2l)
′
xk

(
(αk+2+2l + xk+1+2lαk+2+2l + 1)(xk+1+2lαk+2+2l + 1)

(αk+2+2l(xk+1+2l + α∗k+2l) + 1)2
−

− (1 + αk+2+2l)αk+2+2l

(αk+2+2l(xk+1+2l + α∗k+2l) + 1)2

)
> 0

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà ïðè k 6 n+1, çíà÷èò ôóíêöèÿ

Gn(x) âîçðàñòàåò ïî ïåðâûì n + 1 àðãóìåíòàì. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1

çàâåðøåíî.

Èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà x è n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Gn(x) > Gn(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n+1

, xn+2, . . .). (2.28)

Âîçüìåì âåùåñòâåííîå ÷èñëî z, äëÿ íåãî ðàññìîòðèì íàáîð z = (z, z, . . .)

è îïðåäåëèì ÷èñëî

S(z) =
(1− α(z))(z + α(z))

z + 2α(z)
. (2.29)

Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáîãî z ∈ [1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Gn(z)− S(z)n| 6 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ z = (z, z, . . .) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî α∗ν(z) = pν(z)
qν(z) ,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðàçíîñòü (2.21) ñëåäóþùèì îáðàçîì

α(z)− α∗ν(z) =
(−1)ν

q2
ν(z)(αν+1(z) + α∗ν(z))

.

Çàïèøåì Gn(z) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gn(z) =
n∑
ν=1

S(z) +
n∑
ν=1

(Sν(z)− S(z)).
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Âîñïîëüçóåìñÿ (2.15) è ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
ν=1

(Sν(x)−S(z)) ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî

∞∑
ν=1

|Sν(z)− S(z)| =
∞∑
ν=1

∣∣∣∣(1− α∗ν(z))αν+1(z)

αν+1(z) + α∗ν(z)
− (1− α(z))αν+1(z))

αν+1(z) + α(z)

∣∣∣∣ =

=
∞∑
ν=1

αν+1(αν+1 + 1)

(αν+1 + α∗ν)
2(αν+1 + α)q2

ν(z)
6

∞∑
ν=1

2

q2
ν(z)

6
∞∑
ν=1

4

2ν
= 4,

îòêóäà

|Gn(z)− S(z)n| 6 4,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ëåììà 2.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü x = (z1, z2, . . . , zn+1, xn+2, . . .) è y =

(z1, z2, . . . , zn+1, yn+2, . . .), òîãäà

|Gn(x)−Gn(y)| < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ν 6 n+1 äëÿ ôóíêöèé α∗ν(x) è α∗ν(y) âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

α∗ν(x) = α∗ν(y).

Òàê êàê αν(x) = [xν;xν+1, . . . , xn+1, an+2, . . .] è αν(y) =

[xν;xν+1, . . . , xn+1, bn+2, . . .], òî çíà÷åíèÿ îáåèõ ôóíêöèé ëåæàò ìåæäó

÷èñëàìè pn−ν+1(x)
qn−ν+1(x) è

pn−ν+1(x)+pn−ν(x)
qn−ν+1(x)+qn−ν(x) [12]. Íåðàâåíñòâî (2.15) ïîçâîëÿåò îöåíèòü

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè:

|αν(x)− αν(y)| < 1

qn−ν+1(x)(qn−ν(x) + qn−ν+1(x))
6

1

2n−ν
.

Îöåíèì ðàçíîñòü

|Sν(x)− Sν(y)| =
∣∣∣∣(1− α∗ν(x))αν+1(x)

α∗ν(x) + αν+1(x)
− (1− α∗ν(y))αν+1(y)

α∗ν(y) + αν+1(y)

∣∣∣∣ =

= (1− α∗ν(x))

∣∣∣∣ αν+1(x)α∗ν(x)− αν+1(y)α∗ν(x)

(α∗ν(x) + αν+1(x))(α∗ν(x) + αν+1(y))

∣∣∣∣ 6
6 (1− α∗ν(x))α∗ν(x)|αν+1(x)− αν+1(y)| 6 1

4
|αν+1(x)− αν+1(y)| 6 1

2n−ν+1
.

47



Äàëåå

|Gn(z)−Gn(y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

Sν(z)−
n∑
ν=1

Sν(y)

∣∣∣∣∣ 6
n∑
ν=1

|Sν(z)−Sν(y)| 6
n∑
ν=1

1

2n−ν+1
<1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3 çàâåðøåíî.

Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ y = (z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
n+1

, yn+2 . . .) èç ëåìì 2.2 è 2.3 ïîëó÷àåì

÷òî

|Gn(y)− S(z)n| < 5. (2.30)

Òåïåðü ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2) òåîðåìû 2. Èç(2.14), (2.28),

(2.29) è (2.30) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà x âûïîëíÿåòñÿ

lim inf
t→∞

Iα(x)(t)

N
= lim inf

t→∞

GN(x)

N
= lim inf

n→∞

Gn(x)

n
>

> lim inf
n→∞

Gn(1, 1, . . . , 1, yn+2, . . .)

n
= S(1) =

(
1

2
−
√

5

10

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû III çàâåðøåíî.

2.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû IV.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü x = (0;x, z2, z3 . . . , ), y = (0; y, z2, z3 . . . , ) è n ∈ N

òîãäà

|Gn(x)−Gn(y)| < 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà ÷èñëà α∗ν(x) è α∗ν(y) ïîïàäàþò â èíòåðâàë ìåæäó

÷èñëàìè pν−1(x)
qν−1(x) è

pν−1(x)+pν−2(x)
qν−1(x)+qν−2(x) [12], ãäå

pν(x)
qν(x) - ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ê α

∗
ν(x). Ýòî

ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè:

|α∗ν(x)− α∗ν(y)| < 1

qν−1(x)(qν−2(x) + qn−1(x))
6

1

2ν−2
.

Ïðè ν > 2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

αν(x) = αν(y).

48



Îöåíèì ðàçíîñòü

|Gn(x)−Gn(y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

Sν(x)−
n∑
ν=1

Sν(y)

∣∣∣∣∣ 6
n∑
ν=1

|Sν(x)− Sν(y)| =

=
n∑
ν=1

∣∣∣∣(1− α∗ν(x))αν+1(x)

α∗ν(x) + αν+1(x)
− (1− α∗ν(y))αν+1(y)

α∗ν(y) + αν+1(y)

∣∣∣∣ =

=
n∑
ν=1

αν+1(x)

∣∣∣∣α∗ν(y)− α∗ν(x)αν+1(y)− α∗ν(x) + α∗ν(y)αν+1(x)

(α∗ν(x) + αν+1(x))(α∗ν(y) + αν+1(y))

∣∣∣∣ 6
6

n∑
ν=1

αν+1(x)(1+αν+1(y))

αν+1(x)αν+1(y)
|α∗ν(y)−α∗ν(x)| 6 2

n∑
ν=1

|α∗ν(y)−α∗ν(x)| 6
∞∑
ν=1

8

2ν
= 8.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4 çàâåðøåíî.

Èç ñëåäñòâèÿ 2 è ëåììû 2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íàáîðà x =

(x1, z, z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
n

, xn+2, . . .) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Gn(x)− S(z)n| < 13. (2.31)

Ñóììà Gn(x) çàâèñèò îò n+ 1 àðãóìåíòà (x1, x2, . . . , xn, αn+1(x)). Â äàëü-

íåéøåì ðàññóæäåíèè íàì óäîáíî âûäåëèòü çàâèñèìîñòü îò ïîñëåäíåãî àðãó-

ìåíòà. Äëÿ ÷èñëà α = [0; a1, a2, . . .] ÷åðåç Gn(α, x) áóäåì îáîçíà÷àòü ñóììó

äëÿ íàáîðà (a1, a2, . . . , an, x), ãäå ai ∈ N è x ∈ (1,+∞).

Îáîçíà÷èì Gn(α,+∞) = lim
x→∞

Gn(α, x) è Gn(α, 1) = lim
x→1

Gn(α, x).

Ëåììà 2.5. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ (1,+∞) è ëþáîãî α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî

|Gn−1(α, x)−Gn(α, y)| < 3. (2.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.1 è ëåììû 2.3 ïîëó÷àåì

0 < Gn(α,+∞)−Gn(α, 1) < 1.

Èç ôîðìóëû (2.9) ìîæíî âûâåñòè ðàâåíñòâî

Gn(α,+∞) = Gn−1(α, an) + (1− α∗n).
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Îáúåäèíèâ ýòè ôîðìóëû, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|Gn−1(α, an)−Gn(α, 1)| < 1.

Ïðèìåíèì ëåììó 2.3 äëÿ êàæäîé èç ñóìì è ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.5 äîêàçàíà.

Äëÿ ôóíêöèè S(z) âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1) îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;

2) 1
2 −

√
5

10 = S(1) 6 S(z) 6 S(+∞) = 1.

Äëÿ ëþáîãî d =
[

1
2 −

√
5

10 , 1
)
ìîæíî âçÿòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, òàêèå

÷òî S(a) 6 d < S(b).

Ëåììà 2.6. Ñóùåñòâóåò tmin òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , ak)

è ëþáîãî x ∈ (1,+∞) ïðè âñåõ t > tmin âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1)
Gk+t(α, x)

k + t
< d,

äëÿ âñåõ ÷èñåë âèäà α = [0; a1, . . . , ak, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
t

, x];

2)
Gk+t(β, x)

k + t
> d,

äëÿ âñåõ ÷èñåë âèäà β = [0; a1, . . . , ak, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
t

, x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì α = [0; a1, . . . , ak, a, a, . . .] è çàïèøåì ñóììó

Gk+t(α, αk+t+1) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gk+t(α, αk+t+1) = Gk(α, αk+1) +
k+t∑

ν=k+1

Sν(α).

Ñóììà
k+t∑

ν=k+1

Sν(α) åñòü íè ÷òî èíîå êàê Gt(
1

α∗k+1
, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

t−1

, αk+1). Ïðèìåíèì

ëåììó 2.4 è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Gk+t(α, αk+t+1) = Gk(α, αk+1) +Gt

 1

α∗k+1

, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
t−1

, x

 =
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= Gk(α, αk+1) + S(a)(t− 1) +R, (2.33)

ãäå R < 13. Íàéäåì ïðåäåë

lim
t→+∞

Gk+t(α, αk+t+1)

k + t
= lim

t→+∞

Gk(α, αk+1) + S(a)(t− 1) +R

k + t
= S(a).

Ïî ëåììå 2.1 è ëåììå 2.3

0 < Gn(α,+∞)−Gn(α, 1) < 1,

ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x è ëþáîãî t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Gk+t(α, αk+t+1)−Gk+t(α, x)| < 1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ïðåäåë ðàâåí

lim
t→+∞

Gk+t(α, x)

k + t
= lim

t→+∞

Gk+t(α, αk+t+1)

k + t
= S(a) < d.

Îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóíêò 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 2.6 äîêàçàíà.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nν} áóäåì îáîçíà÷àòü ÷à-

ñòè÷íóþ ñóììó ÷åðåç Wt =
t∑

ν=1
nν.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

{nν}, òàêàÿ ÷òî äëÿ ÷èñëà

α = [0; a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n1

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
n2

, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n3

, . . .] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

Gn1(α,+∞)

n1
< d;

äëÿ ÷åòíîãî t âûïîëíÿåòñÿ

GWt−1(α, 1)

Wt − 1
< d <

GWt
(α, 1)

Wt
,

à äëÿ íå÷åòíîãî t > 1 âûïîëíÿåòñÿ

GWt
(α,+∞)

Wt
< d <

GWt−1(α,+∞)

Wt − 1
.
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Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2.3 â êà÷åñòâå nν íàäî áðàòü tmin

èç ëåììû 2.6.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû IV. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî d ïîñòðîèì ÷èñëî α, òàêîå ÷òî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= d.

Íà ðîëü òàêîãî ÷èñëà ïîäîéäåò α èç ñëåäñòâèÿ 2.3. Ïîêàæåì, ÷òî âñå nt+1

îãðàíè÷åíû. Ïóñòü t íå÷åòíî, òîãäà

GWt
(α, 1)

Wt
<
GWt

(α,+∞)

Wt
< d,

GWt+1−1(α, 1)

Wt+1 − 1
< d.

Îáîçíà÷èì b̃ = [b; b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
nt+1−1

, 1]. Ïî ëåììå 2.3 ïîëó÷àåì

GWt
(α, b̃) = GWt

(α, 1) +R1,

ãäå |R1| < 1. Âîñïîëüçóåìñÿ (2.33) è ðàñïèøåì ñóììó GWt+1−1(α, 1).

GWt+1−1(α, 1) = GWt
(α, b̃) + S(b)(nt+1 − 1) +R =

= GWt
(α, 1) + S(b)nt+1 +R +R1 − S(b),

ãäå |R| < 13.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

GWt
(α, 1) + S(b)nt+1 +R +R1 − S(b)

Wt + nt+1 − 1
< d.

Íàõîäèì îãðàíè÷åíèå

nt+1 <
dWt −GWt

(α, 1)− d−R−R1 + S(b)

S(b)− d
6
dWt −GWt

(α, 1) + 15

S(b)− d
.

Èç ëåììû 2.5 è ñëåäñòâèÿ 2.3 íàõîäèì îãðàíè÷åíèå íà ðàçíîñòü

0 < dWt −GWt
(α, 1) < 3.
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Îáîçíà÷èì

M1 =

⌈
18

S(b)− d

⌉
,

ãäå ñèìâîë d·e îçíà÷àåò öåëàÿ ÷àñòü ñâåðõó.

Ïóñòü t ÷åòíî, òîãäà

d <
GWt

(α, 1)

Wt
<
GWt

(α,+∞)

Wt
,

d <
GWt+1−1(α,+∞)

Wt+1 − 1
.

Îáîçíà÷èì ã = lim
x→+∞

[a; a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
nt+1−1

, x] = [a; a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
nt+1−1

]. Ïî ëåììå 2.3 è (9) äëÿ ã

ïîëó÷àåì

GWt
(ã) = GWt

(α, 1) +R2,

ãäå |R2| < 1. Ïîäñòàâèì

GWt+1−1(α,+∞) = GWt
(α, ã) + S(a)(nt+1 − 1) +R =

= GWt
(α, 1) + S(a)nt+1 +R +R2 − S(a),

d <
GWt+1−1(α,+∞)

Wt+1 − 1
=
GWt

(α, 1) + S(a)nt+1 +R +R2 − S(a)

Wt + nt+1 − 1
,

nt+1 <
d+R +R2 + S(a) +GWt

(α, 1)− dWt

d− S(a)
6

16 +GWt
(α, 1)− dWt

d− S(a)
.

Èç ëåììû 2.5 è ñëåäñòâèÿ 3 íàõîäèì îãðàíè÷åíèå íà ðàçíîñòü

0 < GWt
(α, 1)− dWt < 3.

Îáîçíà÷èì

M2 =

⌈
19

d− S(a)

⌉
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñå nt+1 îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé M = max {M1,M2}.

Äëÿ Gn(α)
n è Gn+k(α)

n+k èç (2.9), (2.10) è (2.12) ðàñïèøåì ðàçíîñòü

∣∣∣∣Gn+k

n+ k
− Gn

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Gn +

n+k∑
ν=n+1

Sν

n+ k
− Gn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+k∑
ν=n+1

Sν − kGnn

n+ k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Òàê êàê 0 <
n+k∑
ν=n+1

Sν < k è 0 < kGnn < k, òî

∣∣∣∣ n+k∑
ν=n+1

Sν − kGnn

∣∣∣∣ < k è ìîæíî

çàïèñàòü íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣Gn+k

n+ k
− Gn

n

∣∣∣∣ < k

n+ k
. (2.34)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Gn(α)
n âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1)
∣∣∣Gnn − Gn+1

n+1

∣∣∣ < 1
n èç (2.34);

2)
∣∣∣GWtWt

− d
∣∣∣ < 3

Wt
èç ëåììû 2.5 è ñëåäñòâèÿ 2.3;

3) Wt+1 −Wt < M èç îãðàíè÷åííîñòè nt.

Ïóñòü n ∈ [Wt;Wt+1), òîãäà èç ñâîéñòâ 1, 2 è 3 ïîëó÷àåì
∣∣Gn
n − d

∣∣ < M+3
Wt

.

Äëÿ n > M ïîëó÷èì, ÷òî n−M < Wt è
∣∣Gn
n − d

∣∣ < M+3
n−M .

Âîçüìåì ïðåäåë îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé

lim
n→+∞

∣∣∣∣Gn

n
− d
∣∣∣∣ < lim

n→+∞

M + 3

n−M
= 0,

èëè

lim
n→+∞

Gn

n
= d.

Ñëó÷àé d = 1 ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ÷èñëà, ó êîòîðîãî íåïîëíûå ÷àñòíûå îáðà-

çóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåîðåìà IV äîêàçàíà.

2.4. Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Îñíîâíûå

íóæíûå íàì ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ èìåþòñÿ â êíèãå [7], òàêæå [31], [32].

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà T : [0; 1) → [0; 1), êîòîðîå åñòü ïåðå-

ìåøèâàþùèé ýíäîìîðôèçì, ñì. [7], çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

Tx =


{

1
x

}
, ïðè x 6= 0;

0, ïðè x = 0.

Åñëè äëÿ x èçâåñòíî åãî ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü x = [0; a1, a2, a3, . . .], òî

Tx = [0, a2, a3, . . .].
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Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

µ(A) =
1

ln 2

∫
A

1

1 + x
dx.

Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà áóäåò àâòîìîð-

ôèçì T̂ : [0; 1)2 → [0; 1)2, îïðåäåëÿåìûé êàê

T̂ (x, y) =



({
1
x

}
, 1

[ 1
x ]+y

)
, ïðè x 6= 0;

(0, y), ïðè x = 0.

Ó åñòåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ T̂ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åñòü

µ2(A) =
1

ln 2

∫ ∫
A

1

(1 + xy)2
dxdy.

Ïðåîáðàçîâàíèå T̂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ, ñì. [7]. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðåîáðàçîâàíèå T̂ ýðãîäè÷íî [31], [32], è, ñîãëàñíî òåîðåìå Áèðêãîôà-

Õèí÷èíà, äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x, y) àñèìïòîòè-

÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
n→+∞

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, y)) =
1

ln 2

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy

(1 + xy)2
(2.35)

áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, y) ∈ [0, 1)2.

Åñëè íà òî÷êó (x, y) ïîäåéñòâîâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì T̂ ν, òî

T̂ ν(x, y) =

(
T ν(x),

qν−1 + ypν−1

qν + ypν

)
. (2.36)

ãäå pν
qν
- ïîäõîäÿùèå äðîáè äëÿ x.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå
̂̂
T : [0, 1)2 → [0, 1)2, êîòîðîå îïðåäåëèì òàê

̂̂
T

 z1

z2

 =

 T̂ (z1)

T̂ (z2)

 , z1, z2 ∈ [0, 1)2.

Åãî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åñòü µ2(z1)×µ2(z2). Ïðåîáðàçîâàíèå
̂̂
T ýðãîäè÷íî, ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî T̂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ, ñì. [7].
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Õàëàñîì, ñì [23].

Òåîðåìà Õàëàñà. Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ϕ(p) è ëþáîãî

ýðãîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïðîñòðàíñòâà R êîíå÷íîé ìåðû âûðàæåíèå

n−1∑
ν=0

ϕ(T νp)− n
∫
R

ϕ(p)dµ

äëÿ ïî÷òè âñåõ p, ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç â ñëàáîì ñìûñëå,

ò.å. ýòà ðàçíîñòü íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííî ïîëîæèòåëüíîé èëè îò-

ðèöàòåëüíîé.

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó ê ýðãîäè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ
̂̂
T , ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2.4. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (z1, z2) = (x1, y1, x2, y2) ∈ [0, 1)2× [0, 1)2

è äëÿ ëþáîé µ2- èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(z) = f(x, y) ðàçíîñòíàÿ ôóíêöèÿ

n∑
ν=1

f(T̂ νz1)−
n∑
ν=1

f(T̂ νz2)

ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç â ñëàáîì ñìûñëå.

2.5. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû II.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =
1− y
1 + xy

. (2.37)

Ïîñêîëüêó
1∫

0

1∫
0

1− y
(1 + xy)3

dxdy =
ln 2

2
,

òî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áèðêãîôà-Õèí÷èíà (2.35), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, y)) =
1

2
. (2.38)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè (x, y) =
(

1
α1
, 0
)
, òî f(T̂ ν(x, 0)) = (1−α∗ν)

1+
α∗ν
αν+1

, è Gn(α) =

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, 0)). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, áëèçêî ê èñïîëüçîâàâøåìóñÿ â ðà-

áîòå [19].
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Ëåììà 2.7. Äëÿ ëþáîãî (x, y) ∈ [0; 1)2 è ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
n∑
ν=1

∣∣∣f(T̂ ν(x, y))− f(T̂ ν(x, 0))
∣∣∣ < 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä

∞∑
ν=1

(
f(T̂ ν(x, 0))− f(T̂ ν(x, y))

)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Îáîçíà÷èì α̃ν = qν−1+ypν−1

qν+ypν
. Äàëåå

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, 0)

)
=

n∑
ν

(1− α∗ν)αν+1

αν+1 + α∗ν
,

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, y)

)
=

n∑
ν

(1− α̃ν)αν+1

αν+1 + α̃ν
.

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
ν=1

|f(T̂ ν(x, y))− f(T̂ ν(x, 0))| =
∞∑
ν=1

∣∣∣∣(1− α̃ν)αν+1

αν+1 + α̃ν
− (1− α∗ν)αν+1

αν+1 + α∗ν

∣∣∣∣ =

=
∞∑
ν=1

αν+1

∣∣∣∣α̃ν − α∗ν + α̃ναν+1 − α∗ναν+1

(αν+1 + α∗ν)(αν+1 + α̃ν)

∣∣∣∣ 6 ∞∑
ν=1

1 + αν+1

αν+1
|α̃ν − α∗ν| 6

6
∞∑
ν=1

2y

qν(qν + ypν)
6

∞∑
ν=1

2

qν(qν + pν)
< 4.

Ëåììà 2.7 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.5. Äëÿ ëþáîãî y ∈ [0; 1] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, y)) = lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, 0)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê (x, y) ∈ [0, 1)2, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, y)) =
1

2
.
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Ìåðà ìíîæåñòâà R ðàâíà 1. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

R̃ = {x ∈ [0, 1)|∃y : (x, y) ∈ R}.

Ìåðà ìíîæåñòâà R̃ òîæå áóäåò ðàâíà 1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.14) è ñëåäñòâèþ

5 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= lim

n→∞

Gn(α)

n
=

1

n

n∑
ν=1

f(T̂ ν(x, 0)) =
1

2
.

Ïóíêò 1) òåîðåìû II äîêàçàí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2) òåîðåìû II íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Ëåâè

[30].

Òåîðåìà Ëåâè. Äëÿ ïî÷òè âñåõ α ∈ (0; 1) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî

lim
n→∞

ln qn
n

=
π2

12 ln 2
.

Èç òåîðåìû Ëåâè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ α âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→∞

ln t

N(α, t)
=

π2

12 ln 2
.

Ïóíêò 2) òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïóíêòà 1) òåîðåìû 1 è ïîñëåäíåãî ðàâåí-

ñòâà. Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû V.

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ f îïðåäåëåííóþ â (2.37). Ïóñòü R1 ⊂

[0, 1)2 × [0, 1)2 ýòî ìíîæåñòâî äëÿ òåõ òî÷åê (z1, z2) = ((x1, y1), (x2, y2)), äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå 2.4. Åãî ìåðà ðàâíÿåòñÿ 1. Äëÿ (z1, z2) ∈ R1

ðàññìîòðèì òîëüêî òå çíà÷åíèÿ n äëÿ êîòîðûõ ñóììû

n∑
ν=1

f(T̂ νz1)−
n∑
ν=1

f(T̂ νz2),
n+1∑
ν=1

f(T̂ νz1)−
n+1∑
ν=1

f(T̂ νz2)

èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè. Òîãäà, ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììàõ íå

ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, âèäèì, ÷òî∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

f(T̂ νz1)−
n∑
ν=1

f(T̂ νz2)

∣∣∣∣∣ ≤ 2.
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Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

R̃1 = {(x1, x2) ∈ [0, 1)2|∃y1∃y2 : (x1, y1, x2, y2) ∈ R1}.

Ìåðà ìíîæåñòâà R̃1 òîæå ðàâíà 1. Äëÿ (α, β) ∈ R̃1 è ðàññìàòðèâàåìûõ çíà-

÷åíèé n ñ ó÷åòîì ëåììû 2.7 ïîëó÷àåì∣∣∣∣∫ qn

1

ψα(t)dt−
∫ rn

1

ψβ(t)dt

∣∣∣∣ = |Gn(α)−Gn(β)| =

=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(α, 0)

)
−

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(β, 0)

)∣∣∣∣∣ ≤ 10.

Òåîðåìà V äîêàçàíà.

2.7. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ÷èñåë

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t) è lim

t→∞
Iα(t)
ln t â òåõ ñëó÷àÿõ êîãäà α åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèî-

íàëüíîñòü. È äîêàæåì â êàêèõ ñëó÷àÿõ

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
= 0.

Çàïèøåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ Q[x], P (x) 6≡ 0, ñ óñëîâèåì P (α) = 0. Ñðåäè

âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè è ñî ñòàð-

øèì êîýôôèöèåíòîì 1. Òàêîé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ïî α åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì è íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ñòåïåíüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü

åãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü ýòî àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî âòîðîé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Áåñêîíå÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ äðîáü [a0; a1, a2, . . .] íàçû-

âàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k > 0, m > 0, òàêèå
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÷òî

am+n = an ïðè âñåõ n > k.

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ äðîáü ñëåäóþùèì îáðàçîì

[a0; a1, . . . , ak − 1, ak, ak+1, . . . , ak+m−1].

Èçâåñòíà òåîðåìà, ñì. [14]

Òåîðåìà 2.1 ×èñëî α ðàçëàãàåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà α - êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Äëÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè, ò.å. [0; a1, . . . , ak] ÷èñëî α =

[0; a1, . . . , ak] íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

α =
pk−1α + pk−2

qk−1α + qn−2
. (2.39)

Äàäèì åùå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.5 Äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà α è β íàçûâàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà a, b, c, d ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì

ad− bc = ±1, äëÿ êîòîðûõ

β =
aα + b

cα + d
.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü α = [a0; a1, a2, . . .] è β = [b0; b1, b2, . . .] � èððàöèî-

íàëüíûå ÷èñëà. Îíè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

þò öåëûå ÷èñëà u è v, òàêèå ÷òî au+n = bv+n(n = 1, 2, . . .).

Íàì åùå ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ôîðìóëû èç òåîðèè î êîíòèíóàíòàõ, ñì.

[3]

Îïðåäåëåíèå 2.6 Êîíòèíóàíòà 〈a1, . . . , an〉 ñîäåðæèò n ïåðåìåííûõ è

îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈〉 = 1,

〈a1〉 = a1,

〈a1, . . . , an〉 = an〈a1, . . . , an−1〉+ 〈a1, . . . , an−2〉.

Êîíòèíóàíòû ñâÿçàíû ñ öåïíûìè äðîáÿìè

[a0; a1, a2, . . . , an] =
〈a0, . . . , an〉
〈a1, . . . , an〉

.
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Äëÿ êîíòèíóàíòà âåðíî áîëåå îáùåå ïðàâèëî

〈a1, . . . , am, am+1, . . . , am+n〉 = 〈a1, . . . , am〉〈am+1, . . . , am+n〉+

+〈a1, . . . , am−1〉〈am+2, . . . , am+n〉 (2.40)

Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó ê öåïíûìè äðîáè [0; a1, a2, . . . , an] ïîëó÷èì

[0; a1, a2, . . . , an] =
〈a2, . . . , an〉
〈a1, . . . , an〉

. (2.41)

Â äàëüíåéøåì α ∈ (0; 1), ïîýòîìó âìåñòî çàïèñè α = [0; a1, a2, . . .] áó-

äåì èñïîëüçîâàòü áîëåå êðàòêîå α = [a1, a2, . . .]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è A−

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé äëèíû (a1, a2, . . . , ak)

è (a1, a2, . . . , ak−1) ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîøåíèå an ∼ bn îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë

lim
n→+∞

an
bn

= 1. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [2].

Ëåììà 2.8.

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 ∼ c(〈A〉+ 〈A−〉α)n,

ãäå α =
[
A
]
� êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(2.39), c � íåêîòîðàÿ, çàâèñÿùàÿ îò A, íî íå çàâèñÿùàÿ îò n êîíñòàíòà.

Ñëåäñòâèåì ëåììû 2.8 è ôîðìóëû (2.40) áóäåò

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ

〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 ∼ c1(〈A〉+ 〈A−〉α)n

ãäå c1 çàâèñèò îò íàáîðà (b1, . . . , bk) è A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2.40) ê êîíòèíóàíòó

〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 = 〈b1, b2 . . . , bk〉〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉+

+〈b1, b2 . . . , bk−1〉〈a2, . . . , ak A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

〉.
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Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà êîíòèíóàíò 〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉
= 〈b1, b2 . . . , bk〉+ 〈b1, b2 . . . , bk−1〉

〈a2, . . . , ak A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

〉

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉
.

Ïî ôîðìóëå (2.41) ïðè n→ +∞ äðîáü

〈a2,...,akA, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

〉

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉
→ α. Îòñþäà âèäèì,

÷òî
〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

n

〉

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉
→ 〈b1, b2 . . . , bk〉+ 〈b1, b2 . . . , bk−1〉α,

ãäå α =
[
A
]
. Ìîæíî çàïèñàòü òàêèì îáðàçîì

〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 ∼ (〈b1, b2 . . . , bk〉+ 〈b1, b2 . . . , bk−1〉α) 〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉.

Ïðèìåíèì ëåììó 2.8 è ïîëó÷èì, ÷òî

〈b1, b2 . . . , bk, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 ∼ c1(〈A〉+ 〈A−〉α)n,

ãäå c1 = c (〈b1, b2 . . . , bk〉+ 〈b1, b2 . . . , bk−1〉α).

Óòâåðæäåíèå 2.1 äîêàçàíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè α ýêâèâàëåíòíî β, òî

lim
n→+∞

qn
q′n

= C,

ãäå qn è q′n çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ α è β ñîîòâåòñòâåííî, à

êîíñòàíòà C âû÷èñëÿåòñÿ ïî α è β.

Ñëåäñòâèåì ýòîãî áóäåò ðàâåíñòâî

lim
n→+∞

ln qn
n

= lim
n→+∞

ln q′n
n

. (2.42)

Ëåììà 2.9. Äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë α è β âåðíû ðàâåíñòâà

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= lim

t→∞

Iβ(t)

N(α, t)
è lim

t→∞

Iα(t)

ln t
= lim

t→∞

Iβ(t)

ln t
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v 6 u 6 N . Âîçüìåì äâà ýêâèâàëåíò ÷èñëà

α = [a0; a1, a2, . . . , av, r1, r2, . . .] è β = [b0; b1, b2, . . . , bu, r1, r2, . . .].

Ðàñïèøåì ðàçíîñòü GN(α)−GN(β) ñëåäóþùèì îáðàçîì

GN(α)−GN(β) =
N∑
ν=1

Sν(α)−
N∑
ν=1

Sν(β) =

=
v∑

ν=1

Sν(α) +
N∑

ν=v+1

Sν(α)−
u∑
ν=1

Sν(β)−
N∑

ν=u+1

Sν(β) =

=
v∑

ν=1

Sν(α)−
u∑
ν=1

Sν(β) +
N∑

ν=N−u+v+1

Sν(α) +
N−u+v∑
ν=v+1

Sν(α)−
N∑

ν=u+1

Sν(β).

Òàê êàê 0 6 Sν(α) < 1, òî∣∣∣∣∣
v∑

ν=1

Sν(α)−
u∑
ν=1

Sν(β) +
N∑

ν=N−u+v+1

Sν(α)

∣∣∣∣∣ 6 2u− 1

Ïî ëåììå 2.4 ∣∣∣∣∣
N−u+v∑
ν=v+1

Sν(α)−
N∑

ν=u+1

Sν(β)

∣∣∣∣∣ 6 8.

Òàêèì îáðàçîì

lim
N→+∞

GN(α)−GN(β)

N
= 0,

à çíà÷èò è

lim
N→+∞

Iα(t)

N
= lim

N→+∞

GN(α)

N
= lim

N→+∞

GN(β)

N
= lim

N→+∞

Iβ(t)

N
.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà çàïèøåì ïðåäåë òàêèì îáðàçîì

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
= lim

t→∞

Iα(t)

N

N

ln t
.

Êàê âèäíî âûøå äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë îáà îòíîøåíèÿ ðàâíû.

Ëåììà 2.9 äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ lim
N→+∞

Iα(t)
N è lim

t→∞
Iα(t)
ln t äëÿ êâàäðàòè÷íûõ

èððàöèîíàëüíîñòåé.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà âèäà α = [a1, a2, . . . , ak]. Îáîçíà÷èì
←−α =

[ak, ak−1, . . . , a1]. Êàê èçâåñòíî 〈a1, a2, . . . , ak〉 = 〈ak, ak−1, . . . , a1〉. Îáîçíà÷èì

íàáîð èç k + 2 ÷èñåë X =
(

1←−α , a1, a2, . . . , ak, α
)

=
(

1←−α , A, α
)
.

Ëåììà 2.10. Äëÿ ÷èñåë α = [a1, a2, . . . , ak] âåðíû ðàâåíñòâà

lim
N→+∞

Iα(t)

N
=
Gk(X)

k
,

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

Gk(X)

k ln(〈A〉+ 〈A−〉α)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî N è n =
[
N
k

]
çàïèøåì ðàâåíñòâî

GN(α) = Gnk(α) + GN−nk

(
1
α∗nk
, A, α

)
. Êîíå÷íûé íàáîð X ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå áåñêîíå÷íîãî íàáîðà, òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî GN(X) = Gnk(X) +

GN−nk
(

1←−α , A, α
)
. Ïî ëåììå 2.4

|Gnk(α)−GN(X)| < 8 è

∣∣∣∣GN−nk

(
1

α∗nk
, A, α

)
−GN−nk(X)

∣∣∣∣ < 8.

Çíà÷èò

lim
N→+∞

Iα(t)

N
= lim

N→+∞

GN(X)

N
.

Çàìåòèì, ÷òî GN(X) =
[
N
k

]
Gk(X) +GN−nk(X). Ïîäñòàâèì

lim
N→+∞

GN(X)

N
= lim

N→+∞

[
N
k

]
Gk(X) +GN−nk(X)

N
=
Gk(X)

k
.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà âîñïîëü-

çóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 2.1.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî qnk 6 t < q(n+1)k, òîãäà

ln qnk
n

6
ln t

n
<

ln q(n+1)k

n
.

Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 2.1 è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

lim
N→+∞

ln qnk
n

= lim
N→+∞

ln t

n
= lim

N→+∞

ln q(n+1)k

n
= ln

(
〈A〉+ 〈A−〉α

)
,

êîòîðîå âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì èç ïåðâîé ÷àñòè ëåììû íàäî ïîäñòàâèòü â

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
= lim

t→∞

Iα(t)

N

N

ln t
.
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Ëåììà 2.10 äîêàçàíà.

Íàïðèìåð, åñëè α = [a], òî

α =
−a+

√
a2 + 4

2
, lim

n→+∞

ln qn
n

= ln

(
−a+

√
a2 + 4

2

)
= ln(a+ α)

è

lim
N→+∞

Iα(t)

N
=

1− α
1 + 2α2

, lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

1− α
(1 + 2α2) ln(a+ α)

.

Äëÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ τ = [1; 1, 1, . . .] ýòè ïðåäåëû ðàâíû

lim
N→+∞

Iα(t)

N
=

1

2
−
√

5

10
è lim

t→∞

Iα(t)

ln t
=

(
1

2
−
√

5

10

)
: ln

(√
5 + 1

2

)
.

Ëåììà 2.11. Ïóñòü α = [a1, a2, . . .]. Åñëè äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî ai 6M , òî

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
>

(
1

2
−
√

5

10

)
: ln(M + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rn çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

äëÿ ÷èñëà β =
[
M
]
è qn � çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α. Òàê

êàê äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ai 6M , òî qn 6 rn äëÿ âñåõ n. Òàêèì

îáðàçîì

lim
n→∞

ln qn
n

6 lim
n→∞

ln rn
n

= ln (M + β) < ln (M + 1) .

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû III ï. 2 è íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå âûøå

lim
t→∞

Iα(t)

ln t
= lim

t→∞

Iα(t)

N

N

ln t
>

(
1

2
−
√

5

10

)
: ln(M + 1).

Ëåììà 2.11 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.6. Åñëè lim
t→∞

Iα(t)
ln t = 0, òî íåïîëíûå ÷àñòíûå â ðàçëîæåíèè

÷èñëà α â íåïðåðûâíóþ äðîáü íåîãðàíè÷åíû.

Ëåììà 2.12. Ïóñòü lim
n→+∞

n
√
a1a2 · . . . · an = γ (γ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ

+∞), òîãäà
1

ln 2 + ln γ
< lim

t→+∞

N

ln t
<

1

ln γ
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåí-

ñòâîì, ñì. [12]

a1a2 · . . . · an < qn < 2na1a2 · . . . · an.

Ïðèìåíèâ åãî, ìîæíî çàïèñàòü òàêèå íåðàâåíñòâà

a1a2 · . . . · aN < qN 6 t < qN+1 < 2N+1a1a2 · . . . · aN+1.

Ïðîâåäåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé

ln(a1a2·. . .·aN)1/N <
ln qN
N

6
ln t

N
<
qN+1

N
< ln(2N+1)1/N+ln(a1a2·. . .·aN+1)

1/N .

Óñòðåìèì t â áåñêîíå÷íîñòü è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ëåììû

ln γ 6 lim
t→+∞

ln qN
N

6 lim
t→+∞

ln t

N
6 lim

t→+∞

qN+1

N
6 ln 2 + ln γ.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

ln γ 6 lim
t→+∞

ln t

N
6 ln 2 + ln γ.

Ëåììà 2.12 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.7 Åñëè lim
n→+∞

n
√
a1a2 · . . . · an = +∞, òî lim

t→∞
Iα(t)
ln t = 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðåäåëîâ äëÿ ÷èñëà e. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ

äðîáü âûãëÿäèò òàê e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . . , 1, 1, 2n − 2, 1, 1, 2n, . . .]. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà lim
N→+∞

Ie(t)
N ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ äðîáü ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü, êàê ïåðèîäè÷åñêîå [1, 1,+∞] è ñ÷èòàòü, ÷òî X =
(

1
∞ , 1, 1,∞

)
.

Òîãäà G1(X) = 1, G2(X) = 0 è G3(X) = 0, 5 è ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
N→+∞

Ie(t)

N
=

1

2
.

Òàê êàê lim
n→+∞

3n
√

2nn! = +∞, òî ïî ñëåäñòâèþ 2.7 ïðåäåë lim
t→∞

Ie(t)
ln t = 0.
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