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Введение

Актуальность темы исследования

Область исследования диссертации относится к разделу теории чи-

сел, занимающемуся изучением множеств ограниченного остатка. Акту-

альность для теории чисел изучения множеств ограниченного остатка и

их многомерных динамических модификаций обусловлена современной

тенденцией перехода от классических арифметических числовых и функ-

циональных структур к нелинейным арифметическим структурам. Ди-

намические системы на множествах ограниченного остатка порождают

хорошо сбалансированные слова, аналогичные словам Штурма и Рози.

Значимость же сбалансированных слов объясняется их многочисленны-

ми применениями в таких областях, как динамические системы, теория

кодов, теория коммуникации и задачи оптимизации, теория языков и

лингвистика, теория распознавания и статистическая физика (Kawasaki-

Ising model), например [36], [39], [41], [42].

В 1916 г. Г. Вейль [28] доказал критерий равномерного распределе-

ния. Пример последовательности равномерно распределенной по модулю

1 — это последовательность дробных долей {𝑖𝛼}𝑖≥1 при иррациональном

𝛼.

Рассмотрим 𝐷-мерный тор 𝕋𝐷 = ℝ𝐷/𝐿, где 𝐿 — полная решетка раз-
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мерности 𝐷 над множеством действительных чисел ℝ. Пусть на торе 𝕋𝐷

задано преобразование 𝑆𝛼 — сдвиг тора на вектор 𝛼 ∈ ℝ𝐷. Выберем на

торе начальную точку 𝑥0, тогда многократный сдвиг тора 𝑆𝑗
𝛼 на вектор

𝛼 порождает на нем орбиту 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼) точки 𝑥0. Выберем теперь на торе

𝕋𝐷 некоторую область 𝑇 .

Определение 1. Определим считающую функцию 𝑟(𝑖) = ♯{𝑗 : 0 ≤ 𝑗 <

𝑖, 𝑆𝑗
𝛼 ∈ 𝑇} как количество попаданий точек орбиты 𝑂𝑟𝑏𝑥0

(𝛼) в область

𝑇 ∈ 𝕋𝐷.

Определение 2. Вектор 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝐷) иррационален, если его

координаты 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝐷 и 1 линейно независимы над кольцом целых

чисел ℤ.

Для иррационального вектора 𝛼 точки орбиты 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼) всюду плот-

но и равномерно заполняют весь тор [3], то есть для 𝑟(𝑖) справедлива

ассимптотическая формула

𝑟(𝑖) = 𝑖 Vol (𝑇 ) + 𝛿(𝑖), (0.0.1)

где Vol (𝑇 ) — объем области 𝑇 , а 𝛿(𝑖) = 𝑜(𝑖) – остаточный член формулы

(0.0.1) или отклонение считающей функции 𝑟(𝑖) от ожидаемой величины

𝑖 Vol (𝑇 ).

Определение 3. Множество 𝑇 называется множеством ограниченного

остатка или BR-множеством ( bounded remainder set), если существует

такая константа 𝐶, что выполняется неравенство

∣𝛿(𝛼, 𝑖, 𝑇 )∣ ≤ 𝐶

для всех 𝑖.

В одномерном случае первые примеры таких множеств были построе-

ны 1921 г. Э. Гекке [29]. Это — интервалы 𝑋 ⊂ [0, 1) длинны 0 < ∣𝑏+𝑎𝛼∣ <
5



1, где 𝑎 ∕= 0 и 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Гекке доказал, что они будут являтся интервалами

ограниченного остатка и получил для них следующую оценку остаточ-

ного члена

∣𝛿(𝛼, 𝑖,𝑋)∣ ≤ ∣𝑎∣.

П. Эрдеш [32] предположил, что любой интервал ограниченного остат-

ка удовлетворяет условию, полученному Гекке. Полное описание одно-

мерных интервалов ограниченного остатка было найдено Г. Кестеном

[33] в 1966 г. В 2007 г. В. Г. Журавлев на основе квазипериодических

разбиений Фибоначчи построил первое бесконечное семейство интерва-

лов ограниченного остатка, длинны которых стремится к нулю, а от-

клонения ограниченны некоторой абсолютной константой [6]. Так же в

2007 г. для интервалов Гекке были получены неулутшаемые по порядку

оценки остаточного члена [7], а в работе [11] были найдены точные зна-

чения максимума и минимума остаточного члена. В [34] были описаны

одномерные множества ограниченного остатка, полученные объединени-

ем нескольких интервалов, а явные оценки остаточного члена для этого

случая были получены в работе [12].

Более сложной оказалась задача нахождения множеств ограниченно-

го остатка и определения границ отклонений в многомерном случае.

В двумерном случае первый пример BR-множеств был получен в

1954 г. R. Szüsz [31]. Это было семейство параметрических параллело-

граммов, для которых выполняется оценка 𝛿(𝑖) = 𝑂(1). Анализ кон-

струкции Szüsz привел P.Liardet [37] к открытию возможной редукции

от BR-множеств размерности 𝐷 к аналогичным множествам размерно-

сти 𝐷 − 1.

6



Другой подход к построению множеств ограниченного остатка обна-

ружили математики французской школы Ж. Рози [35] и S. Ferenczi [38].

Они связали свойство быть BR-множеством со свойствами отображения

первого возвращения. Но получить оценки остаточного члена в двумер-

ном случае так и не удалось. В 2005 г. В. Г. Журавлев получил оценки

для фрактальных множеств ограниченного остатка, построенных на ос-

нове двумерного разбиения Рози [4].

В 2011 г. В. Г. Журавлев [9] нашел способ построения множеств огра-

ниченного остатка на основе перекладывающихся торических разверток

и получил многомерное обобщение теоремы Гекке [15]. Так например, в

одномерном случае эта идея реализовывается так: единичный полуинтер-

вал 𝑇 1 = [0, 1) может быть разбит на два полуинтервала 𝑇 1
0 = [0, 1−𝛼) и

𝑇 1
1 = [𝛼−1, 1), перекладывание которых соответствует повороту окруж-

ности единичной длинны 𝕋1 на угол 𝛼. В работе [16] им описан общий

подход к построению множеств ограниченного остатка на основе много-

гранников Е. С. Федорова [2] для трехмерного случая, параллелоэдров

Г. Ф. Вороного [1] для четырехмерного случая, а для размерности 𝐷 ≥ 5

с помощью вытягивания многомерного куба. Эта конструкция обобща-

ется на все размерности.

В 2011 г. автору диссертации в [13] удалось построить трехпараметри-

ческие множества ограниченного остатка на основе перекладывающих-

ся шестиугольных разверток 𝑇 2(𝑐) двумерного тора 𝕋2. В этом слу-

чае развертка 𝑇 2(𝑐) разбивается на три перекладывающиеся области

𝑇 2
𝑘 , 𝑘 = 0, 12, являющиеся множествами ограниченного остатка, для ко-

торых были получены точные границы и средние значения для отклоне-

ний [18]. Средние значения отклонений в одномерном случае были най-
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дены В. Г. Журавлевым в [8]. Также в 2011 г. А. В. Шутов построил одно

семейство двумерных множеств ограниченного остатка на основе шести-

угольной развертки тора [12], [14]. Множества, описанные в работе [13],

включают в себя случаи, рассмотренные Шутовым и Szüsz, как частные.

В работах автора [21], [23], [25], [26] была построена оптимизация гра-

ниц отклонений для двумерных множеств на основе шестиугольных раз-

верток двумерного тора.

Если развертка тора 𝑇𝐷 задана оптимальным образом и 𝑘𝑗 = 𝑘, ко-

гда 𝑆𝑗
𝛼𝐷(𝑥0) ∈ 𝕋𝑘, где 𝑥0 начальная точка орбиты, заданной 𝑗 сдвига-

ми 𝑆𝛼𝐷(𝑥0) тора на вектор 𝛼𝐷. Тогда любое бесконечное слово 𝑤(𝑥0) =

𝑘0𝑘1 . . . 𝑘𝐷, записанное в алфавите 𝒜 = {0, 1, . . . , 𝐷}, является

𝜅-сбалансированным, т.е. у произвольных одинаковой длины факторов

(подслов) 𝑢, 𝑣 слова 𝑤(𝑥0) разность вхождений любой буквы 𝑘 ∈ 𝒜 не

превышает 𝜅 [17], [10]. Слова 𝑤(𝑥0) представляют собою естественное

обобщение слов Штурма над двухбуквенным алфавитом, являющихся

1-сбалансированными словами и получающихся вращением окружности

[30].

В работах [24], [19], [22], [27] автор описал метод построения трех-

мерных множеств ограниченного остатка на основе произведения тори-

ческих разверток, впервые определенном в [9]. В данном случае рас-

сматривалось произведение перекладывающихся единичных интервалов

𝑇 1 = 𝑇 1
0 ∪ 𝑇 1

1 и шестиугольных разверток 𝑇 2(𝑐), построенных в [13]. Бы-

ли получены новые перекладывающаяся развертки размерности 𝐷 = 3,

геометрически являющиеся шестиугольными призмами Е. С. Федорова.

В работе также доказано трехмерное обобщение теоремы Гекке.
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Описанный автором подход к построению множеств ограниченного

остатка может быть распространен на торы произвольной 𝕋𝐷 размерно-

сти 𝐷, так как произведение перекладывающихся разверток определено

и все необходимые элементы найдены. В этом случае разбиение будет

осуществляться на области 𝕋𝐷
𝑘 , где 𝑘 = 0, 1, . . . 𝐷 + 1, каждой из кото-

рых для визуализации удобно присвоить не только номер, но и цвет. Так

например, произведение двух перекладывающихся гексагональных раз-

верток даст новую перекладывающуюся развертку размерности 𝐷 = 4,

разбитую на пять областей.

В настоящее время активизировался интерес к задачам, связанным

с множествами ограниченного остатка, целый ряд отечественных и за-

рубежных авторов работает в этом направлении: В. Г. Журавлев, А. В.

Шутов, А. А. Абросимова, A. Haynes, H. Koivusalo, S. Grepstad, N. Lev.

Цель и задачи работы

Целью работы является построение новых многомерных множеств

ограниченного остатка и изучение их свойств, нахождение для них точ-

ных границ отклонений и доказательство многомерной теоремы Гекке.

В связи с этим в диссертации решаются следующие задачи: построе-

ние двумерных и трехмерных параметрических множеств ограниченного

остатка на основе перекладывающихся торических разверток; нахожде-

ние точных границ отклонений для этих множеств и доказательство мно-

гомерной теоремы Гекке для двумерного и трехмерного тора; вычисление

средних значений отклонений и построение оптимизации.
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Научная новизна работы

Результаты, полученные в работе, являются новыми и состоят в сле-

дующем.

1. Построены три семейства трехпараметрических множеств ограни-

ченного остатка на основе гексагональных разверток двумерного тора.

Любой точке 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) из области 𝐶 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2;

min(∣𝑐1∣, ∣𝑐2∣) ≤ 1}, где ∣ ⋅ ∣ обозначает абсолютную величину, мож-

но поставить в соответсвие шестиугольник 𝑇 2(𝑐), трансляционно запол-

няющий всю плоскость. Причем, шестиугольник будет выпуклым, ес-

ли 𝑐1, 𝑐2 ≥ 0, 𝑐1 + 𝑐2 ≤ 1, и невыпуклый в остальных случаях. Коор-

динаты вершин полученного шестиугольника (0, 0), (1 − 𝑐1,−𝑐2), (1, 0),

(1 − 𝑐1, 1 − 𝑐2), (0, 1), (−𝑐1, 1 − 𝑐2). Сдвигая 𝑇 2(𝑐) на векторы квадрат-

ной решетки ℤ2, можно разбить всю плоскость — значит шестиугогльник

𝑇 2(𝑐) является фундаментальной областью для квадратной решетки ℤ2,

и соответственно разверткой двумерного тора 𝕋2.

Построим вектор 𝛼2 = (𝛼2
1, 𝛼

2
2) = 𝑡𝑐, где ограничения для параметра

𝑡, определяются формой развертки, так, например, 0 < 𝑡 ≤ 1 в случае

выпуклого шестиугольника 𝑇 2(𝑐). Отложим теперь вектор 𝛼2 от вершин

(1, 0), (1− 𝑐1, 1− 𝑐2), (0, 1), соединив концы отложенных векторов, полу-

чим разбиение развертки на перекладывающиеся области 𝑇 2
𝑘′, 𝑘

′ = 0, 1, 2,

две из которых будут являться параллелограммами, а область 𝑇 2
0 — ше-

стиугольником (см. рисунки 1.5 и 1.6). В работе автора [18] доказано,

что перекладывание областей 𝑇 2
𝑘 соответствует сдвигу тора 𝕋2 на вектор

𝛼2. Построенные множества 𝑇 2
𝑘′, 𝑘

′ = 0, 1, 2 являются множествами огра-

ниченного остатка.
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2. Построены четыре семейства четырехпараметрических множество-

граниченного остатка на основе гексагоналых призм Е. С. Федорова.

Для построения трехмерных BR-множеств автор использует

⊗𝑘-произведение торических разверток, впервые описанное в [9], в дан-

ном случае произведение шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) и единичного

перекладывающегося полуинтервала 𝑇 1. Как множество, произведение

перекладывающихся разверток совпадает с прямым произведением мно-

жеств, и в данном случае образует шестиугольную призму Е. С. Федо-

рова, которая трансляционно заполняет все пространство, а значит яв-

ляется разверткой трехмерного тора 𝕋3 = ℝ3 ℤ3. Но помимо выше ска-

занного, ⊗𝑘-произведение задает и разбиение новой развертки на множе-

ства ограниченного остатка, причем в зависимости от выбора параметра

𝑘 мы можем получать пять различных видов разбиений. Это произве-

дение не является коммутативным. В случае, когда на первом месте в

k-произведении стоит полуинтервал 𝑇 1, получим разбиение развертки

на две шестиугольные призмы и два параллелепипеда (см. рисунки 1.7

и 1.8), в противном случае разбиение осуществляется на три парралле-

лепипеда и шестиугольную призму (см. рисунки 1.9 и 1.10).

3. Для построенных множеств в случаях сдвига тора 𝕋𝐷 на иррацио-

нальный вектор 𝛼𝐷, 𝐷 = 2, 3, найдены точные оценки остаточного члена

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . . 𝐷. В случае сдвига на вектор 𝛽𝐷 = 1
ℎ(𝛼

𝐷 + 𝑑), где

ℎ ∈ ℕ, а 𝑑 вектор из решетки ℤ2, получены эффективные оценки границ

отклонени 𝛿𝑘(𝑖), 𝑘 = 0, 1, . . . 𝐷 и доказана многомерная теорема Гекке.

В двумерном случае для выпуклой шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐)
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доказана следующая теорема и следствие из нее.

Теорема 2.2. Пусть дан сдвиг тора 𝑆𝛼2 на вектор 𝛼2, и 𝛼2 - ирра-

циональный, т. е. числа 𝛼2
1, 𝛼

2
2, 1 линейно независимы над ℤ, пусть тор

𝕋2 разбит на области 𝕋2
𝑘 : 𝕋2 = 𝕋2

0⊔𝕋2
1⊔𝕋2

2, а его развертка 𝑇 2(𝑐) зада-

на параметром 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛. Тогда для отклонений выполняются

точные неравенства:

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0);

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 𝑐1;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 𝑐2,

где 𝜎(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2.

Следствие 2.1 (двумерная теорема Гекке). Если в качестве век-

тора сдвига выбрать вектор 𝛽2 = 1
ℎ(𝛼

2 + 𝑙), где ℎ ∈ ℕ и 𝑙 ∈ ℤ2, то все

границы отклонений 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) увеличатся в ℎ раз.

Аналогичные теоремы доказаны для случая двумерной развертки то-

ра, представляющей собой невыпуклый шестиугольник. Заметим, что

границы отклонений определяются лишь формой развертки 𝑇 2(𝑐) и вы-

бором начальной точки 𝑥0, в частности в случае теоремы 2.2, если в

качестве начальной точки выбрать точку 𝑥0 = (0, 0), то границы откло-

нения 𝛿1(𝑖, 𝑥0) определяются размерами развертки 𝑇 2(𝑐) в направлении

вектора 𝑙1, границы отклонения 𝛿2(𝑖, 𝑥0) — размерами развертки 𝑇 2(𝑐) в

направлении вектора 𝑙2 и отклонения 𝛿0(𝑖, 𝑥0) — в направлении вектора

𝑙0. Таким образом, сами границы развертки не обязательно должны быть

прямыми, а могут быть любыми линиями вплоть до фрактальных [20],

при этом обязательным условием остается соответствие противополож-

ных сторон.
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В трехмерном случае для 0-произведения полуинтервала 𝑇 1 и выпук-

лой шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) получены следующие оценки оста-

точных членов.

Теорема 2.4. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбие-

нием 𝑇 3
1 ⊔𝑇 3

0,0⊔𝑇 3
0,1⊔𝑇 3

0,2, которое задается произведением 𝑇 1⊗0 𝑇
2(𝑐).

Пусть кроме того задан иррациональный вектор 𝛾0 сдвига тора 𝕋3, то-

гда для отклонений 𝛿1(𝑖, 𝑥0), 𝛿0,𝑚(𝑖, 𝑥0),𝑚 = 0, 1, 2 справедливы точные

неравенства.

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 3− 𝜎(𝑐)(𝑡+ 1)− 𝜎(𝑥0);

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖) ≤ 𝑥01;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 𝛼2
1 + 𝑐1;

𝑥03 − 1 ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝛼2
2 + 𝑐2.

где 𝜎(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2.

Следствие 2.3 (трехмерное обобщение теоремы Гекке). Если

в качестве вектора сдвига выбрать вектор 𝛾′ = 1
ℎ(𝛾

0+𝑑), где ℎ ∈ ℕ, 𝑑 ∈
𝐿1⊗0𝐿

2 для произведения 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐), то границы отклонений примут

вид:
−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(3− 𝜎(𝑐)(𝑡+ 1)− 𝜎(𝑥0));

ℎ(𝑥01 − 1) ≤ 𝛿1(𝑖) ≤ ℎ𝑥01;

ℎ(𝑥02 − 1) ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥02 + 𝛼2
1 + 𝑐1);

ℎ(𝑥03 − 1) ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥03 + 𝛼2
2 + 𝑐2).

где 𝜎(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2.

Аналогичные результаты доказаны в главе 2 для 1-произведения по-

луинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐), а также для 0,1,2-

произведений шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) и полуинтервала 𝑇 1.
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В трехмерном случае полученные границы отклонений не зависят от

выбора вектора 𝛼1, то есть вектора сдвига тора для первого множите-

ля 0-произведения, эта тенденция наблюдается в случае всех пяти видов

произведений и объясняется тем, что геометрически границы отклоне-

ний определяются проекциями афинного образа развертки 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐)

в ортонормированном базисе, а они не зависят от вектора сдвига тора

первого множителя, в данном случае вектора 𝛼1.

4. Для всех полученых множеств найдены средние значения откло-

нений ⟨𝛿𝑘(𝑥0)⟩, 𝑘 = 0, 1, . . . 𝐷.

Для каждого 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) определено среднее отклонение

⟨𝛿𝑘(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0),

и найдены его значения.

Теорема 2.9. Пусть дан сдвиг тора на вектор 𝛼2. Пусть вектор 𝛼2

иррациональный, т. е. числа 𝛼2
1, 𝛼

2
2, 1 линейно независимы над ℤ. Тогда

для любого 𝑘′ = 0, 1, 2 существуют средние значения отклонений

⟨𝛿𝑘(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0),

и они соответственно равны

⟨𝛿0(𝑥0)⟩ = 1− 𝑐1+𝑐2
2 − 𝑥01 − 𝑥02,

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = 𝑥01 − 1−𝑐1
2 ,

⟨𝛿2(𝑥0)⟩ = 𝑥02 − 1−𝑐2
2 .

Теорема 2.10. Пусть дан сдвиг тора 𝕋3 на вектор 𝛾0. Пусть век-

тор 𝛾0 иррациональный. Тогда для областей 𝑇 3
1 , 𝑇

3
0,𝑚,𝑚 = 0, 1, 2 суще-

ствуют средние значения отклонений

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿1(𝑖, 𝑥0),
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⟨𝛿0,1(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿0,1(𝑖, 𝑥0),

и они соответственно равны

⟨𝛿0,0(𝑥0)⟩ = 𝜎(𝑥) + 𝜎(𝑐)
2 − 3

2 ,

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = 1
2 − 𝑥01,

⟨𝛿0,1(𝑥0)⟩ = 1−𝑐1
2 − 𝑥02,

⟨𝛿0,2(𝑥0)⟩ = 1−𝑐2
2 𝑥03.

Аналогичные результаты получены для 1-произведения полуинтер-

вала на шестиугольник и 0, 1, 2-произведений шестиугольника и полуин-

тервала в параграфе 2.4.2 второй главы.

5. В двумерном случае построена оптимизация границ отклонени

𝛿𝑘(𝑖), 𝑘 = 0, 1, 2 для случая сдвига тора на вектор 𝛼2 и начальной точки

𝑥0 = (0, 0) орбиты 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼2). В этом случае границы отклонений для

областей 𝑇 2
𝑘′ равны

0 ≤ 𝛿0(𝑖) ≤ 2− 𝑐1 − 𝑐2;

−1 ≤ 𝛿1(𝑖) ≤ 𝑐1;

−1 ≤ 𝛿2(𝑖) ≤ 𝑐2,

Возникает естественный вопрос: как сделать границы отклонений как

можно меньше? Для достижения этой цели можно изменять параметры

𝑐1 и 𝑐2, но, уменьшая границу одного отклонения, мы неминуемо уве-

личиваем границу для другого, поэтому необходим параметр, связыва-

ющий все три отклонения. Чтобы разрешить эту проблему, будем рас-

сматривать отклонения 𝛿𝑘(𝑖) как координаты трехмерного вектора 𝑥 =

(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = (𝛿0, 𝛿1, 𝛿2), а в качестве параметра, связывающего все три

отклонения, выберем метрику трехмерного пространства 𝑑𝜃(𝑥).Будем рас-

сматривать метрики вида 𝑑𝜃(𝑥) = (∣𝑥0∣𝜃 + ∣𝑥1∣𝜃 + ∣𝑥2∣𝜃) 1
𝜃 , где 1 ≤ 𝜃 ≤ ∞.
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Назовем Δ𝜃(𝑐) = sup𝑖∈ℕ 𝑑2(𝛿(𝑖)) верхней границей векторного откло-

нения 𝛿(𝑖) в метрике 𝑑𝜃(𝑥) при фиксированном 𝑐. Тогда Δ𝜃 = inf𝑐∈𝐶𝑐𝑜𝑛
Δ𝜃(𝑐)

— нижняя граница Δ𝜃(𝑐) по всем 𝑐 из области 𝐶.

Если выбрать 𝜃 = 2, то получим естественную евклидову метрику

𝑑2(𝑥) =
√
𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22.

Относительно величины нижней граници Δ2(𝑐) в метрике 𝑑2(𝑥) до-

казана следующая теорема.

Теорема 2.11. Пусть отклонения 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 задают трехмер-

ный вектор 𝑥, и пусть его длина 𝑑2(𝑥). Тогда, если 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛, для Δ2

справедливы следующие равенства:

Δ2 =

√
3

2
.

Полученное равенство достигается при 𝑐 = (12 ,
1
2), а 𝐶𝑐𝑜𝑛 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈

ℝ2; 𝑐𝑖 ≥ 0, 𝑐1 + 𝑐2 ≤ 1} и означает, что рассматривается не вся область

𝐶, а только точки, порождающие выпуклые шестиугольники. Аналогич-

ные результаты доказаны для невыпуклых шестиугольников в данной

метрике, а также для всех шестиугольников в метриках 𝑑1(𝑥) и 𝑑∞(𝑥).

Методы исследования

В работе используются следующие основные методы:

Метод построения параметрических многогранников. Позволяет лю-

бой точке пространства параметров поставить в соответствие многогран-

ник с заданными свойствами, в случае данного исследования — это мно-

гогранник трансляционно заполняющий все пространство. С помощью

этого метода в настоящей работе построены выпуклые и невыпуклые

гексагональные развертки двумерного тора.
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Метод перекладывания. Ставит в соответствие сдвигу D-мерного то-

ра перекладывание 𝐷+1 областей его развертки, переводящее развертку

саму в себя.

Метод деформаций Журавлева-Абросимовой имеет очень важное и

продуктивное достоинство. Он позволяет деформировать некоторые гра-

ни вытянутых многогранников так, что деформированный многогранник

вновь разбивается на множества ограниченного остатка. При этом уда-

ется вычислить новые границы отклонений для деформированных обла-

стей.

Метод произведения торических разверток. Впервые описан в рабо-

те В. Г. Журавлева [9]. Данный метод позволяет построить множества

ограниченного остатка размерности 𝐷 = 𝐷1 + 𝐷2 на основе известных

множеств ограниченного остатка размерностей 𝐷1 и 𝐷2. С помощью дан-

ного метода построены гексагональные призмы Е. С. Федорова, являю-

щиеся развертками трехмерного тора.

Положения выносимые на защиту

По результатам исследования на защиту выносятся следующие поло-

жения.

— Построение двумерных трехпараметрических и трехмерных четы-

рехпараметрических множеств ограниченного остатка на основе гек-

сагональных разверток тора и гексагональных призм.

— Получение точных оценок остаточного члена для построенных мно-

жеств. Многомерное обобщение теоремы Гекке на случай двумерно-

го и трехмерного тора.

— Нахождение средних значений отклонений для построенных мно-

жеств.
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— Оптимизация границ отклонений для множеств ограниченного остат-

ка на двумерном торе и приложение к генерации хорошо сбаланси-

рованных слов.

Теоретическая и практическая ценность исследования

Работа носит теоретический характер. Полученные в диссертации ре-

зультаты могут быть также использованы при решении задач о вложении

решеток в квазипериодические разбиения [5], а также при построении

сбалансированных слов [40], [17], имеющих широкое применение в крип-

тографии. Для этих целей необходимо знать точные оценки остаточного

члена.

Апробация диссертации

Работа выполнена в рамках исследований по грантам РФФИ № 11-01-

00575-а, № 14-01-0036014-а. Результаты исследования прошли апробацию

на следующих международных конференциях:

— VIII Международная конфереция "Алгебра и теория чисел: совре-

менные проблемы и приложения, посвященная 190-летию П. Л. Че-

бышева и 120-летию И. М. Виноградова". Саратов, 2011 г.;

— Международная конфереция "Комплексный анализ и его приложе-

ния в дифференциальных уравнениях и теории чисел". Белгород,

2011 г.;

— IX Международная конфереция "Алгебра и теория чисел: современ-

ные проблемы и приложения, посвященная 80-летию со дня рожде-

ния М.Д.Гриндлингера". Тула, 2012 г.;

— X Международная конфереция "Алгебра и теория чисел: современ-

ные проблемы и приложения". Волгоград, 2012 г.;
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— XX Международная научная конференция студентов, аспирантов и

молодых ученых "Ломоносов". Москва, 2013;

— Международная конфереция "Комплексный анализ и его приложе-

ния в дифференциальных уравнениях и теории чисел". Белгород,

2013 г.;

— XXI Международная научная конференция студентов, аспирантов

и молодых ученых "Ломоносов". Москва, 2014;

— XII Международная конфереция "Алгебра и теория чисел: совре-

менные проблемы и приложения, посвященная 80-летию профессора

В. Н. Латышева". Тула, 2014 г.

Публикации результатов

Результаты исследования опубликованы в основных работах автора:

[13], [18],[19], [20], [21], [24], [25], две из которых [21], [25] написаны в со-

авторстве. Четыре работы опубликоаны в рецензируемых научных жур-

налах, входящих в перечень ВАК РФ [18],[19], [24], [25].

Структура и объем работы

Диссертация состоит из оглавления, введения, двух глав, содержащих

восемь параграфов, заключения и списка литературы из 42 наименова-

ний. Текст диссертации изложен на 104 страницах.

Содержание главы 1. Первая глава диссертации посвящена опре-

делению перекладывающихся торических разверток и построению вы-

пуклых и невыпуклых гексагональных разверток двумерного тора с по-

мощью пространства параметров и трехмерных разверток тора, геомет-

рически представляющих собой призмы Е. С. Федорова, на основе ⊗𝑘-
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произведения торических разверток, переопределенного для исследуемо-

го случая. Рассмотрены свойства ⊗𝑘-произведения перекладывающихся

торических разверток. Доказана эквивалентность сдвига тора и перекла-

дывания областей его развертки, определены критерии иррационально-

сти векторов сдвига.

Содержание главы 2. Во вторай главе "Отклонения для считающих

функций"рассмотрены вспомогательные понятия, такие как: векторная

дробная часть и суммарное векторное отклонение. Определены отклоне-

ния 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) считающих функций. Для случая двумерного и трехмерного

торов найдены точные границы отклонений в случае сдвига тора на век-

тор 𝛼𝐷, 𝐷 = 2, 3 и многомерное обобщение теоремы Гекке. Для всех

отклонений 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) определены и найдены средние значения в теоремах

2.9, 2.10. Также в двумерном случае для начальной точки 𝑥0 = (0, 0)

построена оптимизация границ отклонений, для этого все отклонения

𝛿𝑘(𝑖), 𝑘 = 0, 1, 2 рассматриваются в качестве координат трехмерного век-

тора 𝑥 = (𝛿0(𝑖), 𝛿1(𝑖), 𝛿2(𝑖)) и в качестве параметра связывающего все три

отклонения используются метрики трехмерного пространства

𝑑𝜃(𝑥) = (∣𝑥1∣𝜃 + ∣𝑥2∣𝜃 + ∣𝑥3∣𝜃) 1
𝜃 ,

где 1 ≤ 𝜃 ≤ ∞, a ∣ ⋅ ∣ обозначает абсолютную величину. В работе рас-

смотрены три метрики при 𝜃 = 1, 2,∞. Для всех трех метрик в теоремах

2.11, 2.12, 2.13 найдены оптимальные случаи и условия, при которых они

достигаются.

В завершении автор выражает благодарность научному руководите-

лю профессору В. Г. Журавлеву за постановку задачи и постоянное вни-

мание к работе.
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Глава 1

Перекладывающиеся

торические развертки

1.1 Определение перекладывающейся

торической развертки

Пусть дан 𝐷-мерный тор 𝕋𝐷 = ℝ𝐷/𝐿, где 𝐿—полная решетка, имею-

щая размерность 𝐷 над ℝ. Пусть задан сдвиг тора

𝑆𝛼𝐷 : 𝕋𝐷 7→ 𝕋𝐷 : 𝑥 7→ 𝑆𝛼𝐷(𝑥) ≡ 𝑥+ 𝛼𝐷 mod 𝐿

на вектор 𝛼𝐷 = (𝛼𝐷
1 , . . . , 𝛼

𝐷
𝐷).

Определение 4. Перекладывающейся разверткой тора 𝕋𝐷 назовем под-

множество 𝑇𝐷 из ℝ𝐷, удовлетворяющее условиям:

1. Множество 𝑇𝐷 ограничено.

2. Задано разбиение

𝑇𝐷 = 𝑇𝐷
0 ⊔ 𝑇𝐷

1 ⊔ . . . ⊔ 𝑇𝐷
𝐷 (1.1.1)

на непересекающиеся подмножества 𝑇𝐷
𝑘 .

3. C помощью разбиения (1.1.1) и некоторой фиксированной системы
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векторов 𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝐷) из ℝ𝐷 задано перекладывание

𝑆𝑢(𝑇
𝐷) = 𝑆𝑢(𝑇

𝐷
0 ) ∪ 𝑆𝑢(𝑇

𝐷
1 ) ∪ . . . ∪ 𝑆𝑢(𝑇

𝐷
𝐷 ) (1.1.2)

где 𝑆𝑢(𝑇
𝐷
𝑘 ) = 𝑥+ 𝑢𝑘, 𝑥 ∈ 𝑇𝐷

𝑘 .

4. Множество 𝑇𝐷 замкнуто относительно перекладывания 𝑆𝑢, т.е. пере-

кладывание переводит подмножество 𝑇𝐷 в себя.

5. Отображение факторизации

𝑇𝐷 mod 𝐿−−−→ 𝕋𝐷 : 𝑥 7→ 𝑥 mod 𝐿

задает биекцию между 𝑇𝐷 и тором 𝕋𝐷, где

𝐿 = ℤ[𝑙1, . . . , 𝑙𝐷] (1.1.3)

— полная решетка из ℝ𝐷 с базисом

𝑙𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑢0, 𝑘 = 1, . . . , 𝐷. (1.1.4)

6. Коммутативна следующая диаграмма

𝑆𝑣

𝑇𝐷 mod 𝐿−−−→ 𝕋𝐷

↓ ↓
𝑇𝐷 mod 𝐿−−−→ 𝕋𝐷

𝑆𝛼𝐷 ,

где 𝑆𝛼𝐷(𝑥) = 𝑥+ 𝛼𝐷 mod 𝐿 — сдвиг тора 𝕋𝐷 на вектор 𝛼𝐷 ≡ 𝑢0 mod 𝐿.

Заметим, что разбиению (1.1.1) развертки 𝑇𝐷 соответствует разбие-

ние тора

𝕋𝐷 = 𝕋𝐷
0 ⊔ 𝕋𝐷

1 ⊔ . . . ⊔ 𝕋𝐷
𝐷

тора 𝕋𝐷 на области 𝕋𝐷
𝑘 ≡ 𝑇𝐷

𝑘 mod𝐿.
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В одномерном случае примером развертки может быть единичный

полуинтервал 𝑇 1 = [0, 1) изоморфный окружности 𝕋1, для которой за-

дан поворот 𝑆𝛼1 : 𝑥 7−→ 𝑥+ 𝛼1 mod 1 на иррациональный вектор 𝛼1.

0

1 0 1

α
α

1

1 - α
1

0 1

Рис. 1.1.

Полуинтервал 𝑇 1 может быть разбит на два полуинтервала

𝑇 1 = 𝑇 1
0 ⊔ 𝑇 1

1 , (1.1.5)

где 𝑇 1
0 = [0, 1− 𝛼1) и 𝑇 1

0 = [1− 𝛼1, 1).

Повороту 𝑆𝛼1 окружности 𝕋1 на вектор 𝛼1 соответствует перекла-

дывание полуинтервалов 𝑇 1
0 и 𝑇 1

1 𝑆𝑣 : 𝑇 1 → 𝑇 1 : 𝑆𝑣(𝑥) = 𝑥 + 𝑣𝑘, где

𝑥 ∈ 𝑇 1
𝑘 , 𝑘 = 0, 1, а векторы перекладывания соответственно равны

𝑣0 = 𝛼1, 𝑣1 = 𝛼1 − 1. (1.1.6)

1.2 Гексагональные торические развертки

Построим примеры двумерных перекладывающихся разверток тора

𝑇 2(𝑐). Для этого выберем точку 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) такую, что 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶 =

𝐶𝑐𝑜𝑛 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2, где область 𝐶 изображена на рисунке 1.2.

Точке 𝑐 поставим в соответствие шестиугольник 𝑇 2(𝑐) с координата-

ми вершин (0, 0), (−𝑐1, 1−𝑐2), (0, 1), (1−𝑐1, 1−𝑐2), (1, 0), (1−𝑐1,−𝑐2). Для

этого отложим вектор −𝑐 от вершин единичного квадрата (1, 0), (1, 1),

(0, 1) и соединим полученные вершины. Из способа построения следует,

что у шестиугольника 𝑇 2(𝑐) противоположные стороны будут попарно
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Рис. 1.2.

параллельны и равны.

В зависимости от того, какой области из 𝐶(рисунок 1.2) будет при-

надлежать точка 𝑐,возможны четыре различных вида шестиугольников.

1. Если 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 (рисунок 1.2), где

𝐶𝑐𝑜𝑛 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2; 𝑐𝑖 ≥ 0, 𝑐1 + 𝑐2 ≤ 1}, (1.2.1)

то полученный шестиугольник 𝑇 2(𝑐) выпуклый (рисунок 1.3 a).

(0,1)

(0, )0 ( , )1 0

( ,1)1

T
2
(с)

-c

c=(с ,с )1 2

(0,1)

(0, )0
( , )1 0

( ,1)1

T (c)
2

-c

c=(с ,с )1 2

a)a) б)

Рис. 1.3.

2. Если 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 (рисунок 1.2), где

𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2; 𝑐𝑖 ≥ 0,min(𝑐1, 𝑐2) ≤ 1, 𝑐1 + 𝑐2 ≥ 1}, (1.2.2)

то шестиугольник 𝑇 2(𝑐) невыпуклый и имеет вид, представленный на

рисунке 1.3 б.
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Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2 = 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22 шестиугольник 𝑇 2(𝑐) также невы-

пуклый и возможны два варианта.

3. 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21, где

𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2; 0 ≤ 𝑐1 ≤ 1,−∞ ≤ 𝑐2 ≤ 0}, (1.2.3)

полученный шестиугольник изображен на рисунке 1.4 а.

4. 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22, где

𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2;−∞ ≤ 𝑐1 ≤ 0, 0 ≤ 𝑐2 ≤ 1}, (1.2.4)

шестиугольник изображен на рисунке 1.4 б.

(0,1)

(0, )0 ( , )1 0

( ,1)1

T
2
(с)

-c

c=(с ,с )1 2

(0, )0 ( , )1 0

( ,1)1

c=(с ,с )1 2

-c

T
2
(с)

а) б)

Рис. 1.4.

Прямая 𝑐1 = 𝑐2 (рисунок 1.2) делит все множество шестиугольников

𝑇 2(𝑐) на два симметричных класса, то есть, если шестиугольник 𝑇 2(𝑐)

задан точкой 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2), то симметричный ему — точкой 𝑐′ = (𝑐′1, 𝑐
′
2),

причем 𝑐′1 = 𝑐2, 𝑐
′
2 = 1.

Полученным шестиугольником 𝑇 2(𝑐) можно разбить 𝓣 =
∐

𝑚∈ℤ2 𝑇 2[𝑚]

плоскость ℝ2, используя параллельные переносы на векторы 𝑚 из квад-

ратной решетки ℤ2 = ℤ2[𝑙1, 𝑙2], где 𝑙1 = (−1, 0), 𝑙2 = (0,−1). Таким

образом, шестиугольник 𝑇 2(𝑐) является фундаментальной областью для

квадратной решетки ℤ2, то есть является разверткой тора 𝕋2 = ℝ2/ℤ2.
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Из определения перекладывающейся развертки тора следует, что она

должна быть разбита на 𝐷 + 1 непересекающихся множеств. Так как

в нашем случае 𝐷 = 2, необходимо получить разбиение на множества

𝑇 2
𝑘′, 𝑘

′ = 0, 1, 2. Для построения разбиения развертки 𝑇 2(𝑐) на области

𝑇 2
𝑘 выберем вектор 𝛼2 = (𝛼2

1, 𝛼
2
2), причем для каждого из перечисленных

выше шестиугольников будет свой вектор 𝛼2 соответственно:

1. 𝛼2 = 𝑡𝑐, где 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛, определенной в (1.2.1), и 0 < 𝑡 ≤ 1;

2. 𝛼2 = 𝑡𝑐, где 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1, определенной в (1.2.2), и 0 < 𝑡 ≤ 1
𝑐1+𝑐2

;

3. �̃�2 = 𝑡𝑐, где 𝑐 = (1− 𝑐1,−𝑐2), 𝑐 ≡ 𝑐 mod ℤ2, 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21, определен-

ной в (1.2.3), и 0 < 𝑡 ≤ 1−𝑐2
1−𝑐1−𝑐2

;

4. �̃�2 = 𝑡𝑐, где 𝑐 = (−𝑐1, 1− 𝑐2), 𝑐 ≡ 𝑐 mod ℤ2, 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22, определен-

ной в (1.2.4), и 0 < 𝑡 ≤ 1−𝑐1
1−𝑐1−𝑐2

.

Сдвинув разбиение 𝓣 плоскости относительно развертки 𝑇 2(𝑐) на век-

тор −𝛼2 в случаях 1 и 2 и на вектор −�̃�2, получим разбиение развертки

𝑇 2(𝑐) на три фигуры

𝑇 2(𝑐) = 𝑇 2
0 ⊔ 𝑇 2

1 ⊔ 𝑇 2
2 , (1.2.5)

где 𝑇 2
0 — шестиугольник, а 𝑇 2

1 и 𝑇 2
2 — параллелограммы с площадями

соответственно

𝑠0 = 1− 𝛼2
1 − 𝛼2

2 = 𝛼2
0, 𝑠1 = 𝛼2

1, 𝑠2 = 𝛼2
2,

𝑠0 = 1− �̃�2
1 − �̃�2

2 = �̃�2
0, 𝑠1 = �̃�2

1, 𝑠2 = �̃�2
2,

(1.2.6)

На рисунке 1.5 изображено разбиение развертки 𝑇 2(𝑐) для первого и

второго случаев на области 𝑇𝐷
𝑘′ , 𝑘

′ = 0, 1, 2.

Как видно из рисунка 1.6, полученные области 𝑇 2
𝑘′ легко переклады-

ваются, и вектора перекладывания соответственно равны

1. Для случаев 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1
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Рис. 1.5.

𝑤0 = (𝛼2
1, 𝛼

2
2), 𝑤1 = (𝛼2

1 − 1, 𝛼2
2), 𝑤2 = (𝛼2

1, 𝛼
2
2 − 1); (1.2.7)

2. Для случая 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

𝑤0 = (�̃�2
1, �̃�

2
2), 𝑤1 = (�̃�2

1 + 1, �̃�2
2 − 1), 𝑤2 = (�̃�2

1, �̃�
2
2 − 1); (1.2.8)

3. Для случая 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22

𝑤0 = (�̃�2
1, �̃�

2
2), 𝑤1 = (�̃�2

1 − 1, �̃�2
2 + 1), 𝑤2 = (�̃�2

1 − 1, �̃�2
2). (1.2.9)
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Рис. 1.6.

Покажем, что перекладывание областей 𝑇 2
𝑘′ на векторы 1.2.7 соответ-

ствует сдвигу тора 𝕋2 на вектор 𝛼2.

Предложение 1.1. Пусть на торе 𝕋2 задан сдвиг 𝑆𝛼2 на вектор 𝛼2,

такой что 𝑆𝛼2 : 𝕋2 → 𝕋2 : 𝑥 7−→ 𝑆𝛼2(𝑥) = 𝑥 + 𝛼2modℤ2, то ему будет
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изоморфно перекладывание 𝑆𝑤 : 𝑇 2(𝑐) 7−→ 𝑇 2(𝑐) : 𝑥 → 𝑆𝑤(𝑥) = 𝑥 +

𝑤𝑘′, где 𝑤𝑘′ — вектора перекладывания для областей 𝑇 2
𝑘′, определенные

в (1.2.7).

Доказательство. Так как преобразование 𝑆𝑤(𝑥) отображает шестиуголь-

ник 𝑇 2(𝑐) на себя, то для доказательства предложения достаточно дока-

зать, что для любого 𝑥 ∈ 𝑇 2(𝑐) точки 𝑆𝑤(𝑥) и 𝑥 + 𝛼2 различаются на

векторы решетки ℤ2.

𝑆𝑤(𝑥)− (𝑥+ 𝛼) =

⎧⎨⎩
0, 𝑥 ∈ 𝑇 2

0

𝑙1, 𝑥 ∈ 𝑇 2
1

𝑙2, 𝑥 ∈ 𝑇 2
2 ,

где 𝑙1(−1, 0), 𝑙2(0,−1) ∈ ℤ2. Получили требуемый результат.

Анологичные утверждения можно доказать для перекладывания об-

ластей 𝑇 2
𝑘′ в случаях 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22.

1.3 Произведение торических разверток

Теперь, когда мы можем строить одномерные и двумерные перекла-

дывающиеся развертки тора, возникает естественный вопрос: нельзя ли,

используя перекладывающиеся развертки малых размерностей, постро-

ить новые торические развертки бо́льших размерностей. В [9] впервые

было определено понятие произведения торических разверток. Рассмот-

рим определение применительно к случаю произведения известных нам

полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки двумерного тора 𝑇2(𝑐),

имеющих разбиения (1.1.5) и (1.2.5) и векторы перекладывания (1.1.6) и

(1.2.7) соответственно.

Определение 5. Определим 𝑘 —произведение 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐), 𝑘 = 0, 1 сле-

дующими свойствами:
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1. Имеет место формула

𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥 ∈ 𝑇 1, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 2(𝑐)} ⊂ ℝ3, (1.3.1)

то есть как множество произведение 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇 2(𝑐) совпадает с прямым

произведением 𝑇 1 × 𝑇 2(𝑐) множеств 𝑇 1 и 𝑇 2(𝑐);

2. на множестве (1.3.1) задано разбиение

𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐) =

∐
0 ≤ 𝑛 ≤ 1,

𝑛 ∕= 𝑘

𝑇 3
𝑛

∐
0≤𝑚≤2

𝑇 3
𝑘,𝑚 (1.3.2)

на непересекающиеся множества

𝑇 3
𝑛 = 𝑇 1

𝑛 × 𝑇 2 для 𝑛 = 0, 1, 𝑛 ∕= 𝑘,

𝑇 3
𝑘,𝑚 = 𝑇 1

𝑘 × 𝑇 2
𝑚 для 𝑚 = 0, 1, 2,

(1.3.3)

а также определено перекладывание 𝑆𝑣⊗𝑘𝑤 этих множеств

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤 : 𝑇 3
𝑛 7−→ 𝑇 3

𝑛 + (𝑣𝑛, 0) для 𝑛 = 0, 1, 𝑛 ∕= 𝑘,

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤 : 𝑇 3
𝑘,𝑚 7−→ 𝑇 3

𝑘,𝑚 + (𝑣𝑘, 𝑤𝑚) для 𝑚 = 0, 1, 2.
(1.3.4)

Аналогичные рассуждения справедливы для 𝑘′ - произведения 𝑇 2(𝑐)⊗𝑘′

𝑇 1.

Замечание 1. 1. Количество множеств в разбиении (1.3.2) равно 𝐷1 +

𝐷2 + 1 = 4.

2. Непосредственно из определения (1.3.1) следует некоммутативность

операции умножения 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐).

3. Для торических разверток 𝑇 1 и 𝑇 2(𝑐) с учетом перестановок 𝑇 1 ⊗𝑘

𝑇 2(𝑐) и 𝑇 2(𝑐) ⊗𝑘′ 𝑇
1 и выбора индекса 𝑘, 𝑘′ существует пять различных

произведений.

Лемма 1.1. 1. Множества 𝑇 3
𝑛 и 𝑇 3

𝑘,𝑚, определенные в (1.3.3), рзбивают

𝑘 - произведение 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐).
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2. Перекладывание (1.3.4) множества (1.3.1)

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤(𝑇
1 ⊗𝑘 𝑇

2(𝑐)) =
∪

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝐷1

𝑖 ∕= 𝑘

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤(𝑇
𝐷
𝑖 )

∪
0≤𝑗≤𝐷2

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤(𝑇
𝐷
𝑘,𝑗)

замкнуто, то есть

𝑆𝑣⊗𝑘𝑤(𝑇
1 ⊗𝑘 𝑇

2(𝑐)) ⊆ 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐). (1.3.5)

3. Развертки 𝑇 1 и 𝑇 2(𝑐) — кубируемые, и для любого 𝑘 их произведение

𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐) как множество также кубируемо и имеет объем

vol 𝑇 1 ⊗𝑘 𝑇
2(𝑐) = vol 𝑇 1 ⋅ vol 𝑇 2(𝑐) = 1. (1.3.6)

Доказательство. Утверждение 1 вытекает из (1.3.1) и опеределения мно-

жеств (1.3.3). Утверждение 2 следует из определения перекладывания

(1.3.4) и замкнутости перекладываний на торических развертках 𝑇 1 и

𝑇 2(𝑐). Утверждение 3 непосредственно следует из (1.3.1).

1.3.1 Произведение полуинтервала 𝑇 1 и

шестиугольника 𝑇 2(𝑐), 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1.

Случай 𝑘 = 0.

Рассмотрим 0 — произведение полуинтервала на шестиугольник, то

есть случай 𝑘 = 0. Формула (1.3.1) примет вид

𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥 ∈ 𝑇 1, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇 2(𝑐)} ⊂ ℝ3. (1.3.7)

Геометрически множество 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐) представляет собой шестиуголь-

ную призму с координатами вершин (0, 0, 0), (0, 1 − 𝑐1,−𝑐2), (0, 1, 0),

(0, 1− 𝑐1, 1− 𝑐2), (0, 0, 1), (0,−𝑐1, 1− 𝑐2), (1, 0, 0), (1, 1− 𝑐1,−𝑐2), (1, 1, 0),
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(1,−𝑐1,−𝑐2), (1, 0, 1), (1,−𝑐1, 1−𝑐2) в ортонормированном базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

Разбиение (1.3.2) осуществляется на множества (рисунок 1.7)

𝑇 3
1 = 𝑇 1

1 × 𝑇 2 — шестиугольная призма,

𝑇 3
0,0 = 𝑇 1

0 × 𝑇 2
0 — шестиугольная призма,

𝑇 3
0,1 = 𝑇 1

0 × 𝑇 2
1 — параллелепипед,

𝑇 3
0,2 = 𝑇 1

0 × 𝑇 2
2 — параллелепипед.

(1.3.8)

T0,0

T0,1

T0,2

33

3

3
T1

T0,0

T0,1

T0,2

T1

3

3

3

3

Рис. 1.7.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств (1.3.8) имеем

следующее множество векторов перекладывания

𝑣 ⊗0 𝑤 = {(𝑣1, 0), (𝑣0, 𝑤0), (𝑣0, 𝑤1), (𝑣0, 𝑤2)} =

= {(𝛼1 − 1, 0, 0), (𝛼1, 𝛼2
1, 𝛼

2
2), (𝛼

1, 𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2), (𝛼
1, 𝛼2

1, 𝛼
2
2 − 1)}.

(1.3.9)

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑣0, 𝑤0) = (𝛼1, 𝛼2
1, 𝛼

2
2),

тогда векторы (1.3.9) задают решетку

𝐿1 ⊗0 𝐿
2 = ℤ[𝑙01,𝑚1,𝑚2], (1.3.10)
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порождаемую векторами⎧⎨⎩
𝑙
0

1 = (𝑣1, 0)− (𝑣0, 𝑤0) = (𝑙01,−𝑤0),

𝑚1 = (𝑣0, 𝑤1)− (𝑣0, 𝑤0) = (0,𝑚1),

𝑚2 = (𝑣0, 𝑤2)− (𝑣0, 𝑤0) = (0,𝑚2),

(1.3.11)

где решетки

𝐿1 = ℤ[𝑙01], 𝐿2 = ℤ[𝑚1,𝑚2] (1.3.12)

с базисными векторами 𝑙01 = −1 и 𝑚1 = (−1, 0),𝑚2 = (0,−1) обозначают

полные решетки для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐)

двумерного тора 𝕋2 соответственно.

Лемма 1.2. Решетка 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 ⊂ ℝ3 полная, и ее объем равен

vol 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 = vol 𝑇 1 ⊗0 𝑇

2(𝑐). (1.3.13)

Доказательство. Из системы (1.3.11) и равенств (1.3.12) вытекает фор-

мула

vol 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 = vol 𝐿1 ⋅ vol 𝐿2. (1.3.14)

Поэтому из полноты решеток 𝐿1 и 𝐿2 следует, что решетка 𝐿1⊗0𝐿
2 также

полная. Теперь равенство (1.3.13) вытекает из (1.3.14) и аналогичных

равенств vol 𝐿1 = vol 𝑇 1, и vol 𝐿2 = vol 𝑇 2(𝑐).

Шестиугольной призмой 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐) можно разбить все пространство

ℝ3, таким образом, 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) можно считать фундаментальной обла-

стью для решетки (1.3.10) и ее можно считать разверткой трехмерного

тора 𝕋3 = ℝ3/ℤ3.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾0 =

(𝑣0, 𝑤0). Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разло-

жение векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤0 по базисным векторам решеток (1.3.12)
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имееют вид: 𝑣0 = 𝛼1𝑙01, 𝑤0 = 𝛼2
1𝑚1 + 𝛼2

2𝑚2. По (1.3.11) и данному разло-

жению имеем равенство

𝛾0 − 𝛼1𝑙
0

1 = (0, (𝛼1 + 1)𝑤0)

и для вектора 𝛾0 получаем разложение в базисе (1.3.11)

𝛾0 = 𝛼1𝑙
0

1 + (𝛼1 + 1)𝛼2
1𝑚1 + (𝛼1 + 1)𝛼2

2𝑚2.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾0 = (𝑣0, 𝑤0) = (𝛼1, 𝛼2
1, 𝛼

2
2) иррациона-

лен относительно решетки 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 тогда и только тогда, когда числа

𝛼1, (𝛼1 + 1)𝛼2
1, (𝛼

1 + 1)𝛼2
2, 1 линейно независимы над кольцом целых чи-

сел ℤ. Будем называть это утверждение критерием иррациональности

вектора 𝛾0 в случае 𝑘 = 0.

Случай 𝑘 = 1.

Рассмотрим 1 — произведение полуинтервала на шестиугольник, то

есть случай 𝑘 = 1. Формула (1.3.1) примет вид

𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥 ∈ 𝑇 1, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 2(𝑐)} ⊂ ℝ3. (1.3.15)

Геометрически множество 𝑇 1⊗1𝑇
2(𝑐) представляет собой шестиуголь-

ную призму с координатами вершин (0, 0, 0), (0, 1−𝑐1,−𝑐2), (0, 1, 0), (0, 1−
𝑐1, 1−𝑐2), (0, 0, 1), (0,−𝑐1, 1−𝑐2), (1, 0, 0), (1, 1−𝑐1,−𝑐2), (1, 1, 0), (1,−𝑐1,−𝑐2), (1, 0, 1), (1,−𝑐1, 1−
𝑐2) в ортонормированном базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

Разбиение (1.3.2) осуществляется на множества (рисунок 1.7)

𝑇 3
0 = 𝑇 1

0 × 𝑇 2 — шестиугольная призма,

𝑇 3
1,0 = 𝑇 1

1 × 𝑇 2
0 — шестиугольная призма,

𝑇 3
1,1 = 𝑇 1

1 × 𝑇 2
1 — параллелепипед,

𝑇 3
1,2 = 𝑇 1

1 × 𝑇 2
2 — параллелепипед.

(1.3.16)
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Рис. 1.8.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств (1.3.16) имеем

следующее множество векторов перекладывания

𝑣 ⊗1 𝑤 = {(𝑣0, 0), (𝑣1, 𝑤0), (𝑣1, 𝑤1), (𝑣1, 𝑤2)} =

= {(𝛼1, 0, 0), (𝛼1 − 1, 𝛼2
1, 𝛼

2
2), (𝛼

1 − 1, 𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2), (𝛼
1 − 1, 𝛼2

1, 𝛼
2
2 − 1)}.

(1.3.17)

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑣1, 𝑤0) = (𝛼1 −
1, 𝛼2

1, 𝛼
2
2), тогда векторы (1.3.17) задают решетку

𝐿1 ⊗1 𝐿
2 = ℤ[𝑙11,𝑚1,𝑚2], (1.3.18)

порождаемую векторами⎧⎨⎩
𝑙
1

1 = (𝑣0, 0)− (𝑣1, 𝑤0) = (𝑙11,−𝑤0),

𝑚1 = (𝑣1, 𝑤1)− (𝑣1, 𝑤0) = (0,𝑚1),

𝑚2 = (𝑣1, 𝑤2)− (𝑣1, 𝑤0) = (0,𝑚2),

(1.3.19)

где решетки

𝐿1 = ℤ[𝑙11], 𝐿2 = ℤ[𝑚1,𝑚2] (1.3.20)

с базисными векторами 𝑙11 = 1 и 𝑚1 = (−1, 0),𝑚2 = (0,−1) обозначают

полные решетки соответственно для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной

развертки 𝑇 2(𝑐) двумерного тора 𝕋2.
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Лемма 1.3. Решетка 𝐿1 ⊗1 𝐿
2 ⊂ ℝ3 полная, и ее объем равен

vol 𝐿1 ⊗1 𝐿
2 = vol 𝑇 1 ⊗1 𝑇

2(𝑐). (1.3.21)

Доказательство. Из системы (1.3.19) и равенств (1.3.20) вытекает фор-

мула

vol 𝐿1 ⊗1 𝐿
2 = vol 𝐿1 ⋅ vol 𝐿2. (1.3.22)

Поэтому из полноты решеток 𝐿1 и 𝐿2 следует, что решетка 𝐿1⊗1𝐿
2 также

полная. Теперь равенство (1.3.21) вытекает из (1.3.22) и аналогичных

равенств vol 𝐿1 = vol 𝑇 1, и vol 𝐿2 = vol 𝑇 2(𝑐).

Шестиугольной призмой 𝑇 1⊗1𝑇
2(𝑐) можно разбить все пространство

ℝ3, таким образом, 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) можно считать фундаментальной обла-

стью для решетки (1.3.18), и ее можно считать разверткой трехмерного

тора 𝕋3 = ℝ3/ℤ3.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾1 =

(𝑣1, 𝑤0). Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разло-

жение векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤0 по базисным векторам решеток (1.3.20)

имееют вид: 𝑣1 = (𝛼1 − 1)𝑙11, 𝑤0 = 𝛼2
1𝑚1 + 𝛼2

2𝑚2. По (1.3.19) и данному

разложению имеем равенство

𝛾1 − (𝛼1 − 1)𝑙
0

1 = (0, 𝛼1𝑤0)

и для вектора 𝛾1 получаем разложение в базисе (1.3.11)

𝛾1 = (𝛼1 − 1)𝑙
1

1 + 𝛼1𝛼2
1𝑚1 + 𝛼1𝛼2

2𝑚2.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾1 = (𝑣1, 𝑤0) = (𝛼1 − 1, 𝛼2
1, 𝛼

2
2) ирра-

ционален относительно решетки 𝐿1 ⊗1 𝐿
2 тогда и только тогда, когда

числа 𝛼1 − 1, 𝛼1𝛼2
1, 𝛼

1𝛼2
2, 1 линейно независимы над кольцом целых чи-

сел ℤ. Будем называть это утверждение критерием иррациональности

вектора 𝛾1 в случае 𝑘 = 1.
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1.3.2 Произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) и

полуинтервала 𝑇 1, 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1.

Случай 𝑘′ = 0.

Рассмотрим 0 — произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал

𝑇 1, то есть случай 𝑘′ = 0. Формула (1.3.1) примет вид

𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇
1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 2(𝑐), 𝑧 ∈ 𝑇 1} ⊂ ℝ3. (1.3.23)

Геометрически множество 𝑇 2(𝑐)⊗0𝑇
1 представляет собой шестиуголь-

ную призму с координатами вершин (0, 0, 0), (1 − 𝑐1,−𝑐2, 0), (1, 0, 0),

(1− 𝑐1, 1− 𝑐2, 0), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1− 𝑐2, 0), (0, 0, 1), (1− 𝑐1,−𝑐2, 1), (1, 0, 1),

(1 − 𝑐1, 1 − 𝑐2, 1), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1 − 𝑐2, 1) в ортонормированном базисе

(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

Разбиение (1.3.2) осуществляется на множества

𝑇 3
1 = 𝑇 2

1 × 𝑇 1 — параллелепипед,

𝑇 3
2 = 𝑇 2

2 × 𝑇 1 — параллелепипед,

𝑇 3
0,0 = 𝑇 2

0 × 𝑇 1
0 — шестиугольная призма,

𝑇 3
0,1 = 𝑇 2

0 × 𝑇 1
1 — шестиугольная призма.

(1.3.24)

На рисунке 1.9 а) представлено произведение выпуклой шестиуголь-

ной развертки на отрезок, а на рисунке 1.10 а) — невыпуклой шести-

угольной развертки.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств (1.3.24) имеем

следующее множество векторов перекладывания

𝑤 ⊗0 𝑣 = {(𝑤1, 0), (𝑤2, 0), (𝑤0, 𝑣0), (𝑤0, 𝑣1)} =

= {(𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2, 0), (𝛼
2
1, 𝛼

2
2 − 1, 0), (𝛼2

1, 𝛼
2
2, 𝛼

1), (𝛼2
1, 𝛼

2
2, 𝛼

1 − 1)}.
(1.3.25)
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Рис. 1.9.

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑤0, 𝑣0) = (𝛼2
1, 𝛼

2
2, 𝛼

1),

тогда векторы (1.3.25) задают решетку

𝐿2 ⊗0 𝐿
1 = ℤ[𝑙01, 𝑙

0

2,𝑚1], (1.3.26)

порождаемую векторами⎧⎨⎩
𝑙
0

1 = (𝑤1, 0)− (𝑤0, 𝑣0) = (𝑙01,−𝑣0),

𝑙
0

2 = (𝑤2, 0)− (𝑤0, 𝑣0) = (𝑙02,−𝑣0),

𝑚1 = (𝑤0, 𝑣1)− (𝑤0, 𝑣0) = (0,𝑚1),

(1.3.27)

где решетки

𝐿2 = ℤ[𝑙01, 𝑙02], 𝐿1 = ℤ[𝑚1] (1.3.28)

с базисными векторами 𝑙01 = (−1, 0), 𝑙02 = (0,−1) и 𝑚1 = −1 обознача-

ют полные решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2()

двумерного тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1.

Лемма 1.4. Решетка 𝐿2 ⊗0 𝐿
1 ⊂ ℝ3 полная, и ее объем равен

vol 𝐿2 ⊗0 𝐿
1 = vol 𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇

1. (1.3.29)
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Доказательство. Из системы (1.3.27) и равенств (1.3.28) вытекает фор-

мула

vol 𝐿2 ⊗0 𝐿
1 = vol 𝐿2 ⋅ vol 𝐿1. (1.3.30)

Поэтому из полноты решеток 𝐿2 и 𝐿1 следует, что решетка 𝐿2⊗0𝐿
1 также

полная. Теперь равенство (1.3.29) вытекает из (1.3.30) и аналогичных

равенств vol 𝐿1 = vol 𝑇 1, и vol 𝐿2 = vol 𝑇 2(𝑐).

Шестиугольной призмой 𝑇 2(𝑐)⊗0𝑇
1 можно разбить пространство ℝ3,

таким образом, 𝑇 2(𝑐) ⊗0 𝑇
1 можно считать фундаментальной областью

для решетки (1.3.26) и ее можно считать разверткой трехмерного тора

𝕋3 = ℝ3/ℤ3.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′0 =

(𝑤0, 𝑣0). Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разло-

жение векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤0 по базисным векторам решеток (1.3.28)

имееют вид: 𝑣0 = 𝛼1𝑚1, 𝑤0 = 𝛼2
1𝑙

0
1 +𝛼2

2𝑙
0
2. По (1.3.27) и данному разложе-

нию имеем равенство

𝛾′0 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤0, 0)

и для вектора 𝛾′0 получаем разложение в базисе (1.3.27)

𝛾′0 = 𝛼2
1𝑙

0

1 + 𝛼2
2𝑙

0

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′0 = (𝑤0, 𝑣0) = (𝛼2
1, 𝛼

2
2, 𝛼

1) иррацио-

нален относительно решетки 𝐿2 ⊗0 𝐿
1 тогда и только тогда, когда чис-

ла 𝛼2
1, 𝛼

2
2, 𝛼

1, 1 линейно независимы над кольцом целых чисел ℤ. Будем

называть это утверждение критерием иррациональности вектора 𝛾′0 в

случае 𝑘′ = 0.
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Случай 𝑘′ = 1.

Рассмотрим 1 - произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал

𝑇 1, то есть случай 𝑘′ = 1. Формула (1.3.1) примет вид

𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇
1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 2(𝑐), 𝑧 ∈ 𝑇 1} ⊂ ℝ3. (1.3.31)

Геометрически множество 𝑇 2(𝑐)⊗1𝑇
1 представляет собой шестиуголь-

ную призму с координатами вершин (0, 0, 0), (1− 𝑐1,−𝑐2, 0), (1, 0, 0), (1−
𝑐1, 1 − 𝑐2, 0), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1 − 𝑐2, 0), (0, 0, 1), (1 − 𝑐1,−𝑐2, 1), (1, 0, 1), (1 −
𝑐1, 1−𝑐2, 1), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1−𝑐2, 1) в ортонормированном базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

Разбиение (1.3.2) осуществляется на множества

𝑇 3
0 = 𝑇 2

0 × 𝑇 1 — шестиугольная призма,

𝑇 3
2 = 𝑇 2

2 × 𝑇 1 — параллелепипед,

𝑇 3
1,0 = 𝑇 2

1 × 𝑇 1
0 — параллелепипед,

𝑇 3
1,1 = 𝑇 2

1 × 𝑇 1
1 — параллелепипед.

(1.3.32)

На рисунке 1.9 б) представлено произведение выпуклой шестиуголь-

ной развертки на отрезок, а на рисунке 1.10 б) — невыпуклой шести-

угольной развертки.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств (1.3.32) имеем

следующее множество векторов перекладывания

𝑤 ⊗1 𝑣 = {(𝑤0, 0), (𝑤2, 0), (𝑤1, 𝑣0), (𝑤1, 𝑣1)} =

= {(𝛼2
1, 𝛼

2
2, 0), (𝛼

2
1, 𝛼

2
2 − 1, 0), (𝛼2

1 − 1, 𝛼2
2, 𝛼

1), (𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2, 𝛼
1 − 1)}.

(1.3.33)

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑤1, 𝑣0) = (𝛼2
1 −

1, 𝛼2
2, 𝛼

1), тогда векторы (1.3.33) задают решетку

𝐿2 ⊗1 𝐿
1 = ℤ[𝑙11, 𝑙

1

2,𝑚1], (1.3.34)
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порождаемую векторами⎧⎨⎩
𝑙
0

1 = (𝑤0, 0)− (𝑤1, 𝑣0) = (𝑙11,−𝑣0),

𝑙
0

2 = (𝑤2, 0)− (𝑤1, 𝑣0) = (𝑙12,−𝑣0),

𝑚1 = (𝑤1, 𝑣1)− (𝑤1, 𝑣0) = (0,𝑚1),

(1.3.35)

где решетки

𝐿2 = ℤ[𝑙11, 𝑙12], 𝐿1 = ℤ[𝑚1] (1.3.36)

с базисными векторами 𝑙11 = (1, 0), 𝑙12 = (1,−1) и 𝑚1 = −1 обознача-

ют полные решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐)

двумерного тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1.

Лемма 1.5. Решетка 𝐿2 ⊗1 𝐿
1 ⊂ ℝ3 полная, и ее объем равен

vol 𝐿2 ⊗1 𝐿
1 = vol 𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇

1. (1.3.37)

Доказательство. Из системы (1.3.35) и равенств (1.3.36) вытекает фор-

мула

vol 𝐿2 ⊗1 𝐿
1 = vol 𝐿2 ⋅ vol 𝐿1. (1.3.38)

Поэтому из полноты решеток 𝐿2 и 𝐿1 следует, что решетка 𝐿2⊗1𝐿
1 также

полная. Теперь равенство (1.3.37) вытекает из (1.3.38) и аналогичных

равенств vol 𝐿1 = vol 𝑇 1, и vol 𝐿2 = vol 𝑇 2(𝑐).
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Шестиугольной призмой 𝑇 2(𝑐)⊗1𝑇
1 можно разбить все пространство

ℝ3, таким образом, 𝑇 2(𝑐) ⊗1 𝑇
1 можно считать фундаментальной обла-

стью для решетки (1.3.34) и ее можно считать разверткой трехмерного

тора 𝕋3 = ℝ3/ℤ3.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′1 =

(𝑤1, 𝑣0). Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разло-

жение векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤1 по базисным векторам решеток (1.3.36)

имееют вид: 𝑣0 = 𝛼1𝑚1, 𝑤1 = 𝛼2
1𝑙

1
1 +𝛼2

2𝑙
1
2. По (1.3.35) и данному разложе-

нию имеем равенство

𝛾′1 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤1, 0)

и для вектора 𝛾′1 получаем разложение в базисе (1.3.35)

𝛾′1 = (𝛼2
1 − 1)𝑙

1

1 + 𝛼2
2𝑙

1

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′1 = (𝑤1, 𝑣0) = (𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2, 𝛼
1) ирраци-

онален относительно решетки 𝐿2⊗1𝐿
1 тогда и только тогда, когда числа

𝛼2
1 − 1, 𝛼2

2, 𝛼
1, 1 линейно независимы над кольцом целых чисел ℤ. Будем

называть это утверждение критерием иррациональности вектора 𝛾′1 в

случае 𝑘′ = 1.

Случай 𝑘′ = 2.

Рассмотрим 2 - произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал

𝑇 1, то есть случай 𝑘′ = 2. Формула (1.3.1) примет вид

𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇
1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧);𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 2(𝑐), 𝑧 ∈ 𝑇 1} ⊂ ℝ3. (1.3.39)

Геометрически множество 𝑇 2(𝑐)⊗2𝑇
1 представляет собой шестиуголь-

ную призму с координатами вершин (0, 0, 0), (1− 𝑐1,−𝑐2, 0), (1, 0, 0), (1−
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𝑐1, 1 − 𝑐2, 0), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1 − 𝑐2, 0), (0, 0, 1), (1 − 𝑐1,−𝑐2, 1), (1, 0, 1), (1 −
𝑐1, 1−𝑐2, 1), (0, 1, 0), (−𝑐1, 1−𝑐2, 1) в ортонормированном базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

Разбиение (1.3.2) осуществляется на множества

𝑇 3
0 = 𝑇 2

0 × 𝑇 1 — шестиугольная призма,

𝑇 3
1 = 𝑇 2

1 × 𝑇 1 — параллелепипед,

𝑇 3
2,0 = 𝑇 2

2 × 𝑇 1
0 — параллелепипед,

𝑇 3
2,1 = 𝑇 2

2 × 𝑇 1
1 — параллелепипед.

(1.3.40)

На рисунке 1.9 в) представлено произведение выпуклой шестиуголь-

ной развертки на отрезок, а на рисунке 1.10 в) — невыпуклой шести-

угольной развертки.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств (1.3.40) имеем

следующее множество векторов перекладывания

𝑤 ⊗2 𝑣 = {(𝑤0, 0), (𝑤1, 0), (𝑤2, 𝑣0), (𝑤2, 𝑣1)} =

= {(𝛼2
1, 𝛼

2
2, 0), (𝛼

2
1 − 1, 𝛼2

2, 0), (𝛼
2
1, 𝛼

2
2 − 1, 𝛼1), (𝛼2

1, 𝛼
2
2 − 1, 𝛼1 − 1)}.

(1.3.41)

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑤2, 𝑣0) = (𝛼2
1, 𝛼

2
2−

1, 𝛼1), тогда векторы (1.3.41) задают решетку

𝐿2 ⊗2 𝐿
1 = ℤ[𝑙21, 𝑙

2

2,𝑚1], (1.3.42)

порождаемую векторами⎧⎨⎩
𝑙
2

1 = (𝑤0, 0)− (𝑤2, 𝑣0) = (𝑙21,−𝑣0),

𝑙
2

2 = (𝑤1, 0)− (𝑤2, 𝑣0) = (𝑙22,−𝑣0),

𝑚1 = (𝑤2, 𝑣1)− (𝑤2, 𝑣0) = (0,𝑚1),

(1.3.43)

где решетки

𝐿2 = ℤ[𝑙21, 212], 𝐿1 = ℤ[𝑚1] (1.3.44)

с базисными векторами 𝑙21 = (1, 0), 𝑙22 = (1,−1) и 𝑚1 = −1 обознача-

ют полные решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2()

двумерного тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1.
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Лемма 1.6. Решетка 𝐿2 ⊗2 𝐿
1 ⊂ ℝ3 полная, и ее объем равен

vol 𝐿2 ⊗2 𝐿
1 = vol 𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇

1. (1.3.45)

Доказательство. Из системы (1.3.43) и равенств (1.3.44) вытекает фор-

мула

vol 𝐿2 ⊗2 𝐿
1 = vol 𝐿2 ⋅ vol 𝐿1. (1.3.46)

Поэтому из полноты решеток 𝐿2 и 𝐿1 следует, что решетка 𝐿2⊗1𝐿
1 также

полная. Теперь равенство (1.3.45) вытекает из (1.3.46) и аналогичных

равенств vol 𝐿1 = vol 𝑇 1, и vol 𝐿2 = vol 𝑇 2(𝑐).

Шестиугольной призмой 𝑇 2(𝑐)⊗2𝑇
1 можно разбить пространство ℝ3,

таким образом, 𝑇 2(𝑐) ⊗2 𝑇
1 можно считать фундаментальной областью

для решетки (1.3.42) и ее можно считать разверткой трехмерного тора

𝕋3 = ℝ3/ℤ3.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′2 =

(𝑤2, 𝑣0). Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разло-

жение векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤1 по базисным векторам решеток (1.3.44)

имееют вид: 𝑣0 = 𝛼1𝑚1, 𝑤2 = 𝛼2
1𝑙

2
1 +𝛼2

2𝑙
2
2. По (1.3.43) и данному разложе-

нию имеем равенство

𝛾′2 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤2, 0)

и для вектора 𝛾′2 получаем разложение в базисе (1.3.43)

𝛾′2 = 𝛼2
1𝑙

2

1 + (𝛼2
2 − 1)𝑙

2

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′2 = (𝑤2, 𝑣0) = (𝛼2
1, 𝛼

2
2 − 1, 𝛼1) ирраци-

онален относительно решетки 𝐿2⊗2𝐿
1 тогда и только тогда, когда числа

𝛼2
1, 𝛼

2
2 − 1, 𝛼1, 1 линейно независимы над кольцом целых чисел ℤ. Будем

называть это утверждение критерием иррациональности вектора 𝛾′2 в

случае 𝑘′ = 2.
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1.3.3 Трехмерные развертки тора при 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2.

Отдельно рассмотрим произведение полуинтервала 𝑇 1 и шестиуголь-

ной развертки 𝑇 2(𝑐) в том случае, когда одна из координат точки 𝑐 =

(𝑐1, 𝑐2) отрицательна, то есть 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2. Так как все множество, рассмат-

риваемых нами шестиугольных разверток, симметрично относительно

прямой 𝑐1 = 𝑐2, то и множество шестиугольных призм, полученных

при произведениях будет симметрично, достаточно рассмотреть случай

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

0 - произведение полуинтервала 𝑇 1 на

шестиугольник 𝑇 2(𝑐), 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

Рассмотрим 0 - произведение полуинтервала на шестиугольник. Раз-

биение (1.3.2) осуществляется на множества (1.3.8) как и в случае 𝑘 = 0

для произведения (1.3.7), но форма полученной призмы 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐) будет

иной (рисунок 1.11).
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Рис. 1.11.

В соответствии с определением (1.3.4), для множеств, изображенных

на рисунке 1.11, имеем следующее множество векторов перекладывания
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𝑣 ⊗0 𝑤 = {(𝑣1, 0), (𝑣0, 𝑤0), (𝑣0, 𝑤1), (𝑣0, 𝑤2)} =

= {(𝛼1 − 1, 0, 0), (𝛼1, �̃�2
1, �̃�

2
2), (𝛼

1, �̃�2
1 + 1, �̃�2

2 − 1), (𝛼1, �̃�2
1, �̃�

2
2 − 1)}.

(1.3.47)

За начальный или нулевой вектор примем вектор (𝑣0, 𝑤0) = (𝛼1, �̃�2
1, �̃�

2
2),

тогда векторы (1.3.47) задают решетку

𝐿1 ⊗0 𝐿
2 = ℤ[𝑙01,𝑚1,𝑚2], (1.3.48)

порождаемую векторами 1.3.11, где

𝐿1 = ℤ[𝑙01], 𝐿2 = ℤ[𝑚1,𝑚2]

с векторами 𝑙01 = −1 и 𝑚1 = (1,−1),𝑚2 = (0,−1) обозначают полные

решетки соответственно для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной разверт-

ки 𝑇 2(𝑐) двумерного тора 𝕋2. Решетка 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 ⊂ ℝ3 также полная.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾0 =

(𝑣0, 𝑤0).

Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разложение

векторов сдвига 𝑣0 и 𝑤0 по базисам (1.3.48) имееют вид: 𝑣0 = 𝛼1𝑙10, 𝑤0 =

�̃�2
1𝑚1 + �̃�2

2𝑚2. По (1.3.11) и данному разложению имеем равенство

𝛾0 − 𝛼1𝑙
0

1 = (0, (𝛼1 + 1)𝑤0)

и для вектора 𝛾0 получаем разложение в базисе (1.3.11)

𝛾0 = 𝛼1𝑙
0

1 + (𝛼1 + 1)�̃�2
1𝑚1 + (𝛼1 + 1)�̃�2

2𝑚2.

Тогда вектор 𝛾0 = (𝑣0, 𝑤0) = (𝛼1, �̃�2
1, �̃�

2
2) будет иррационален отно-

сительно решетки 𝐿1 ⊗0 𝐿
2, заданной в (1.3.56), тогда и только тогда,

когда числа 𝛼1, (𝛼1+1)�̃�2
1, (𝛼

1+1)�̃�2
2, 1 линейно независимы над кольцом

целых чисел ℤ.
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1 - произведение полуинтервала 𝑇 1 на

шестиугольник 𝑇 2(𝑐), 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

Для 1 - произведения полуинтервала на шестиугольник, разбиение

(1.3.2) осуществляется на множества (1.3.16) как и в случае 𝑘 = 1 для

произведения (1.3.15), но форма полученной призмы 𝑇 1 ⊗1 𝑇
2(𝑐) будет

иной (рисунок 1.12).
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Рис. 1.12.

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств, изображенных

на рисунке 1.12, имеем следующее множество векторов перекладывания

𝑣 ⊗0 𝑤 = {(𝑣0, 0), (𝑣1, 𝑤0), (𝑣1, 𝑤1), (𝑣1, 𝑤2)} =

= {(𝛼1, 0, 0), (𝛼1 − 1, �̃�2
1, �̃�

2
2), (𝛼

1 − 1, �̃�2
1 + 1, �̃�2

2 − 1), (𝛼1 − 1, �̃�2
1, �̃�

2
2 − 1)}.
(1.3.49)

За начальный или нулевой вектор примем вектор 𝛾1 = (𝑣1, 𝑤0) =

(𝛼1 − 1, �̃�2
1, �̃�

2
2), тогда векторы (1.3.49) задают решетку

𝐿1 ⊗1 𝐿
2 = ℤ[𝑙11,𝑚1,𝑚2], (1.3.50)

порождаемую векторами (1.3.19), где

𝐿1 = ℤ[𝑙11], 𝐿2 = ℤ[𝑚1,𝑚2]
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с векторами 𝑙11 = 1 и 𝑚1 = (1,−1),𝑚2 = (0,−1) обозначают полные ре-

шетки соответственно для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки

𝑇 2(𝑐) двумерного тора 𝕋2. Решетка 𝐿1 ⊗1 𝐿
2 ⊂ ℝ3 также полная.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾0 =

(𝑣1, 𝑤0).

Для полуинтервала 𝑇 1 и шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) разложе-

ние векторов сдвига 𝑣1 и 𝑤0 по базисам (1.3.50) имееют вид: 𝑣1 = (𝛼1 −
1)𝑙11, 𝑤0 = �̃�2

1𝑚1+ �̃�2
2𝑚2. По (1.3.19) и данному разложению имеем равен-

ство

𝛾1 − (𝛼1 − 1)𝑙
1

1 = (0, 𝛼1𝑤0)

и для вектора 𝛾1 получаем разложение в базисе (1.3.19)

𝛾1 = (𝛼1 − 1)𝑙
1

1 + 𝛼1�̃�2
1𝑚1 + 𝛼1�̃�2

2𝑚2.

Тогда вектор 𝛾1 = (𝑣1, 𝑤0) = (𝛼1 − 1, �̃�2
1, �̃�

2
2) будет иррационален

относительно решетки 𝐿1⊗1𝐿
2, заданной в (1.3.50), тогда и только тогда,

когда числа 𝛼1−1, 𝛼1�̃�2
1, 𝛼

1�̃�2
2, 1 линейно независимы над кольцом целых

чисел ℤ.

0 - произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал 𝑇 1,

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

Для 0 - произведение полуинтервала на шестиугольник, разбиение

(1.3.2) осуществляется на множества (1.3.24) как и в случае 𝑘′ = 0 для

произведения (1.3.23), но форма полученной призмы 𝑇 2(𝑐) ⊗0 𝑇
1 будет

отличной (рисунок 1.13 a).

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств, изображенных

на рисунке 1.13 a, имеем следующее множество векторов перекладыва-

ния
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Рис. 1.13.

𝑤 ⊗0 𝑣 = {(𝑤1, 0), (𝑤2, 0), (𝑤0, 𝑣0), (𝑤0, 𝑣1)} =

= {(�̃�2
1 + 1, �̃�2

2 − 1, 0), (�̃�2
1, �̃�

2
2 − 1, 0), (�̃�2

1, �̃�
2
2, 𝛼

1), (�̃�2
1, �̃�

2
2, 𝛼

1 − 1)}.
(1.3.51)

За начальный или нулевой вектор примем вектор 𝛾′0 = (𝑤0, 𝑣0) =

(�̃�2
1, �̃�

2
2, 𝛼

1), тогда векторы (1.3.51) задают решетку

𝐿2 ⊗0 𝐿
1 = ℤ[𝑙01, 𝑙

0

2,𝑚1], (1.3.52)

порождаемую векторами 1.3.27, где

𝐿2 = ℤ[𝑙01, 𝑙02], 𝐿1 = ℤ[𝑚1]

с векторами 𝑙01 = (1,−1), 𝑙02 = (0,−1) и 𝑚1 = −1 обозначают полные

решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2() двумерного

тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1. Решетка 𝐿2 ⊗0 𝐿
1 ⊂ ℝ3 также полная.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′0 =
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(𝑤0, 𝑣0).

Для шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) и полуинтервала 𝑇 1 разложение

векторов сдвига 𝑤0 и 𝑣0 по базисам (1.3.52) имееют вид: 𝑤0 = �̃�2
1𝑙

0
1+ �̃�2

2𝑙
0
2,

𝑣0 = 𝛼1𝑚1.

По (1.3.27) и данному разложению имеем равенство

𝛾′0 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤0, 0)

и для вектора 𝛾′0 получаем разложение в базисе (1.3.27)

𝛾′0 = �̃�2
1𝑙

0

1 + �̃�2
2𝑙

0

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′0 = (𝑤0, 𝑣0) = (�̃�2
1, �̃�

2
2, 𝛼

1) иррациона-

лен относительно решетки 𝐿2 ⊗0 𝐿
1, заданной в (1.3.52), тогда и только

тогда, когда числа �̃�2
1, �̃�

2
2, 𝛼

1, 1 линейно независимы над кольцом целых

чисел ℤ.

1 - произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал 𝑇 1,

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

Для 1 - произведение полуинтервала на шестиугольник, разбиение

(1.3.2) осуществляется на множества (1.3.32) как и в случае 𝑘′ = 1 для

произведения (1.3.31), но форма полученной призмы 𝑇 2(𝑐) ⊗1 𝑇
1 будет

отличной (рисунок 1.13, b).

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств, изображенных

на рисунке 1.13, b, имеем следующее множество векторов перекладыва-

ния

𝑤 ⊗0 𝑣 = {(𝑤0, 0), (𝑤2, 0), (𝑤1, 𝑣0), (𝑤1, 𝑣1)} =

= {(�̃�2
1, �̃�

2
2, 0), (�̃�

2
1, �̃�

2
2 − 1, 0), (�̃�2

1 + 1, �̃�2
2 − 1, 𝛼1), (�̃�2

1 + 1, �̃�2
2 − 1, 𝛼1 − 1)}.

(1.3.53)
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За начальный или нулевой вектор примем вектор 𝛾′1 = (𝑤1, 𝑣0) =

(�̃�2
1 + 1, �̃�2

2 − 1, 𝛼1), тогда векторы (1.3.53) задают решетку

𝐿2 ⊗1 𝐿
1 = ℤ[𝑙11, 𝑙

1

2,𝑚1], (1.3.54)

порождаемую векторами 1.3.35, где

𝐿2 = ℤ[𝑙11, 𝑙12], 𝐿1 = ℤ[𝑚1]

с векторами 𝑙11 = (−1, 1), 𝑙12 = (−1, 0) и 𝑚1 = −1 обозначают полные

решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2() двумерного

тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1. Решетка 𝐿2 ⊗1 𝐿
1 ⊂ ℝ3 также полная.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′1 =

(𝑤1, 𝑣0).

Для шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) и полуинтервала 𝑇 1 разложение

векторов сдвига 𝑤1 и 𝑣0 по базисам (1.3.54) имееют вид: 𝑤1 = (�̃�2
1+1)𝑙11+

(�̃�2
2 − 1)𝑙12, 𝑣0 = 𝛼1𝑚1.

По (1.3.35) и данному разложению имеем равенство

𝛾′1 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤1, 0)

и для вектора 𝛾′1 получаем разложение в базисе (1.3.35)

𝛾′1 = (�̃�2
1 + 1)𝑙

1

1 + (�̃�2
2 − 1)𝑙

1

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′1 = (𝑤1, 𝑣0) = (�̃�2
1 + 1, �̃�2

2 − 1, 𝛼1)

иррационален относительно решетки 𝐿2⊗1𝐿
1, заданной в (1.3.54), тогда

и только тогда, когда числа �̃�2
1 +1, �̃�2

2 − 1, 𝛼1, 1 линейно независимы над

кольцом целых чисел ℤ.
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2 - произведение шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал 𝑇 1,

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21.

Для 2 - произведение полуинтервала на шестиугольник, разбиение

(1.3.2) осуществляется на множества (1.3.40) как и в случае 𝑘′ = 2 для

произведения (1.3.39), но форма полученной призмы 𝑇 2(𝑐) ⊗2 𝑇
1 будет

отличной (рисунок 1.13, c).

В соответствии с определением (1.3.4) для множеств, изображенных

на рисунке 1.13, c, имеем следующее множество векторов перекладыва-

ния

𝑤 ⊗0 𝑣 = {(𝑤0, 0), (𝑤1, 0), (𝑤2, 𝑣0), (𝑤2, 𝑣1)} =

= {(�̃�2
1, �̃�

2
2, 0), (�̃�

2
1 + 1, �̃�2

2 − 1, 0), (�̃�2
1, �̃�

2
2 − 1, 𝛼1), (�̃�2

1, �̃�
2
2 − 1, 𝛼1 − 1)}.

(1.3.55)

За начальный или нулевой вектор примем вектор 𝛾′2 = (𝑤2, 𝑣0) =

(�̃�2
1, �̃�

2
2 − 1, 𝛼1), тогда векторы (1.3.55) задают решетку

𝐿2 ⊗2 𝐿
1 = ℤ[𝑙21, 𝑙

2

2,𝑚1], (1.3.56)

порождаемую векторами 1.3.43, где

𝐿2 = ℤ[𝑙21, 𝑙22], 𝐿1 = ℤ[𝑚1]

с векторами 𝑙21 = (0, 1), 𝑙22 = (1, 0) и 𝑚1 = −1 обозначают полные

решетки соответственно для шестиугольной развертки 𝑇 2() двумерного

тора 𝕋2 и полуинтервала 𝑇 1. Решетка 𝐿2 ⊗2 𝐿
1 ⊂ ℝ3 также полная.

В качестве вектора сдвига тора 𝕋3 выберем начальный вектор 𝛾′2 =

(𝑤2, 𝑣0).

Для шестиугольной развертки 𝑇 2(𝑐) и полуинтервала 𝑇 1 разложение

векторов сдвига 𝑤2 и 𝑣0 по базисам (1.3.54) имееют вид: 𝑤1 = (�̃�2
1)𝑙

2
1 +

(�̃�2
2 − 1)𝑙22, 𝑣0 = 𝛼1𝑚1.
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По (1.3.43) и данному разложению имеем равенство

𝛾′2 − 𝛼1𝑚1 = (𝑤2, 0)

и для вектора 𝛾′2 получаем разложение в базисе (1.3.43)

𝛾′2 = �̃�2
1𝑙

2

1 + (�̃�2
2 − 1)𝑙

2

2 + 𝛼1𝑚1.

Отсюда вытекает, что вектор 𝛾′2 = (𝑤2, 𝑣0) = (�̃�2
1, �̃�

2
2 − 1, 𝛼1) ирра-

ционален относительно решетки 𝐿2 ⊗2 𝐿
1, заданной в (1.3.56), тогда и

только тогда, когда числа �̃�2
1, �̃�

2
2− 1, 𝛼1, 1 линейно независимы над коль-

цом целых чисел ℤ.
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Глава 2

Отклонения для

считающих функций

2.1 Векторная дробная часть и суммарное

векторное отклонение

Определение 6. Для любого 𝑥 ∈ ℝ𝐷 определим векторную дробную

часть 𝐹𝑟(𝑥), полагая

𝐹𝑟(𝑥) = 𝑥′, (2.1.1)

где 𝑥′ = 𝑥 mod 𝐿 и 𝑥′ ∈ 𝕋𝐷.

Предложение 2.1. Пусть

△𝐹𝑟(𝑥) = 𝐹𝑟(𝑥+ 𝛼𝐷)− 𝐹𝑟(𝑥), (2.1.2)

— векторо-значная разностная функция с шагом 𝛼𝐷, где 𝛼𝐷 вектор

сдвига тора 𝕋𝐷. Тогда выполняется равенство

△𝐹𝑟(𝑥) = 𝑢(𝑥) (2.1.3)

для любого 𝑥 ∈ ℝ𝐷, где вектор

𝑢(𝑥) = 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥), (2.1.4)
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при этом 𝑙(𝑥) — это векторы решетки 𝐿, если 𝑥 ∈ 𝑇𝐷
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷.

Доказательство. Для любого 𝑥 из развертки 𝑇𝐷 имеем представление

𝑆𝛼𝐷(𝑥) = 𝑥+ 𝑢(𝑥), (2.1.5)

при этом 𝑢(𝑥) = 𝑢𝑘 для 𝑥 ∈ 𝑇𝐷
𝑘 .

Так как 𝑢𝑘 ≡ 𝛼𝐷mod𝐿, выполняется равенство (2.1.4), откуда вытекает

формула

𝑆𝛼𝐷(𝑥) = 𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥),

причем для любого 𝑥 из 𝑇𝐷 его образ 𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥) принадлежит тори-

ческой развертке 𝑇𝐷. Отсюда получаем следующие равенства

𝐹𝑟(𝑥+ 𝛼𝐷) = 𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥) = 𝑥+ 𝑢(𝑥), (2.1.6)

справедливые при любом 𝑥 ∈ 𝑇𝐷.

Для доказательства (2.1.3) заметим, что

𝑥+ 𝛼𝐷 = 𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥)mod𝐿, (2.1.7)

где 𝑙(𝑥) ∈ 𝐿, и в силу (2.1.5) выполняется включение

𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥) ∈ 𝑇𝐷. (2.1.8)

Из (2.1.6) следует

△𝐹𝑟(𝑥) = 𝐹𝑟(𝑥+ 𝛼𝐷)− 𝐹𝑟(𝑥) = 𝑥+ 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥)− 𝑥 = 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥) = 𝑢(𝑥)

для любого 𝑥 ∈ 𝑇𝐷.

Рассмотрим теперь общий случай 𝑥 ∈ ℝ𝐷. Так как с помощью раз-

вертки 𝑇𝐷 можно построить разбиение пространства, любое 𝑥 можно
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представить в виде 𝑥 = 𝑥′ + 𝑙 для некоторых 𝑥′ ∈ 𝑇𝐷 и 𝑙 ∈ 𝐿, и тогда

получаем (2.1.1). По (2.1.7) и (2.1.8) имеем

△𝐹𝑟(𝑥) = 𝐹𝑟(𝑥+ 𝛼𝐷)− 𝐹𝑟(𝑥) =

= 𝑥′ + 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥)− 𝑥′ = 𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥) = 𝑢(𝑥),

то есть снова получили равенство (2.1.3).

Определение 7. Определим суммарное векторное отклонение как векторо-

значную функцию

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

△𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0) (2.1.9)

для 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , где

𝛽𝐷 =
1

ℎ
(𝛼𝐷 + 𝑙), (2.1.10)

при этом ℎ — натуральное число, 𝑙 — вектор из 𝐿.

Из равенств (2.1.3) и (2.1.4) можем функцию (2.1.9) записать в виде

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

(𝛼𝐷 + 𝑙(𝑥0 + 𝑗𝛼𝐷)) = 𝑖𝛼𝐷 +
∑
0≤𝑗<𝑖

𝑙(𝑥0 + 𝑗𝛼𝐷).

Отсюда получаем

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛼𝐷 +
∑

0 ≤ 𝑗 < 𝑖

𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑗𝛼𝐷) ∈ 𝑇𝑘

1,

или

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛼𝐷 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙1 + . . .+ 𝑟𝐷(𝑖, 𝑥0)𝑙𝐷, (2.1.11)

где

𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) = ♯{𝑗 : 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0) ∈ 𝑇𝐷
𝑘 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑖}, (2.1.12)

— считающая функция. Если воспользоваться сдвигом тора, то считаю-

щую функцию (2.1.12) можно также записать в виде

𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) = ♯{𝑗 : 𝑆𝑗
𝛽𝐷(𝑥0) ∈ 𝑇𝐷

𝑘 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑖}, (2.1.13)
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где 𝑆𝛽𝐷 — сдвиг тора на вектор 𝛽𝐷, определенный в (2.1.10), и 𝑆𝛽𝐷 :

𝑇𝐷 7→ 𝕋𝐷 : 𝑥 7→ 𝑆𝛽𝐷 ≡ 𝑥 + 𝛽𝐷 mod 𝐿, то есть рассматривать ее как

количество попаданий точек 𝑖 в область 𝑇𝐷
𝑘 .

Сумму (2.1.9) можно вычислить иным способом. Исходя из определе-

ния (2.1.9), запишем 𝛿(𝑖, 𝑥0) как разность сумм

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝛼𝐷 + 𝑥0)−
∑
0≤𝑗<𝑖

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷). (2.1.14)

Из (2.1.10) имеем

𝛼𝐷 ≡ ℎ𝛽𝐷 mod𝐿. (2.1.15)

Тогда из (2.1.15) и определения (2.1.1) следует равенство

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝛼𝐷 + 𝑥0) = 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + ℎ𝛽𝐷 + 𝑥0). (2.1.16)

Из (2.1.16) получаем∑
0≤𝑗<𝑖

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷+𝛼𝐷+𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷+ℎ𝛽𝐷+𝑥0) =
∑

ℎ≤𝑗<𝑖+ℎ

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷+𝑥0).

Из полученного равенства и формулы (2.1.14) получаем еще одно пред-

ставление для 𝛿(𝑖, 𝑥0)

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑

𝑛≤𝑗<𝑖+𝑛

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0)−
∑
0≤𝑗<𝑖

𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0). (2.1.17)

Предположим, что 𝑖 > ℎ, тогда из (2.1.17) следует равенство

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑

0≤𝑗≤ℎ−1

(𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑖𝛽𝐷 + 𝑥0)− 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0)). (2.1.18)

Или при 0 ≤ 𝑖 ≤ ℎ получим

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

(𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑖𝛽𝐷 + 𝑥0)− 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0)). (2.1.19)

Это равенство вытекает из определения (2.1.9) и сравнения (2.1.15).
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2.2 Определение отклонений 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0)

По условию 𝐿 — полная решетка (1.1.3). Для ее базиса 𝑙1, . . . , 𝑙𝐷 су-

ществует двойственный базис 𝑙∗1, . . . , 𝑙
∗
𝐷, связанный с исходным соотно-

шением

𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑙𝑚 =

⎧⎨⎩ 0, при 𝑘 ∕= 𝑚

1, при 𝑘 = 𝑚,
(2.2.1)

где ⋅ обозначает скалярное произведение.

Используя (2.2.1) и (2.1.11), получаем равенства

𝑙∗𝑘 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) + 𝑖𝑙∗𝑘 ⋅ 𝛼𝐷 для 𝑘 = 1, . . . , 𝐷 (2.2.2)

Обозначим

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) = 𝑙∗𝑘 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) (2.2.3)

и перепишем

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) = 𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠𝑘 для 𝑘 = 1, . . . , 𝐷, (2.2.4)

где

𝑠𝑘 = −𝑙∗𝑘 ⋅ 𝛼𝐷. (2.2.5)

Назовем 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) из (2.2.4) отклонением распределения точек орбиты

Orb𝑆𝛽𝐷
(𝑥0) = {𝑆𝑖

𝛽𝐷(𝑥0) ≡ 𝑥0 + 𝑖𝛽𝐷 mod𝐿, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .}

относительно области 𝕋𝐷
𝑘 ⊂ 𝕋𝐷 или отклонением считающей функции

𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) (2.1.13) от ожидаемой величины 𝑖𝑠𝑘, где 𝑠𝑘 определяется форму-

лой (2.2.5).

Из равенств (2.2.2) и (2.2.4) следует, что 𝛿(𝑖, 𝑥0) связано с отклонени-

ями 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) соотношениями

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝛿1(𝑖, 𝑥0)𝑙1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛿𝐷(𝑖, 𝑥0)𝑙𝐷.
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Найдем теперь формулу для вычисления отклонения 𝛿0(𝑖, 𝑥0) относи-

тельно области 𝕋𝐷
0 .

Из определений (2.1.12) и (2.1.13) считающих функций 𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) сле-

дует, что они удовлетворяют тождеству

𝑟0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1(𝑖, 𝑥0) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑟𝐷(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.2.6)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Определим 𝑠0 равенством

𝑠0 + 𝑠1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑠𝐷 = 1. (2.2.7)

Из (2.2.6) и (2.2.7) получаем

[𝑟0(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠0] + [𝑟1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠1] + ⋅ ⋅ ⋅+ [𝑟𝐷(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠𝐷] = 0.

По аналогии с отклонениями 𝛿1(𝑖, 𝑥0), . . . , 𝛿𝐷(𝑖, 𝑥0) (2.2.3) определим ну-

левое отклонение

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = 𝑟0(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠0.

Тогда между всеми отклонениями 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷 выполняется

соотношение

𝛿0(𝑖, 𝑥0) + 𝛿1(𝑖, 𝑥0) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛿𝐷(𝑖, 𝑥0) = 0

для всех 𝑖 = 0, 1, 2, . . ., и для нулевого отклонения получаем представле-

ние

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿1(𝑖, 𝑥0)− ⋅ ⋅ ⋅ − 𝛿𝐷(𝑖, 𝑥0), (2.2.8)

или согласно (2.2.3) и (2.2.8) для отклонения 𝛿0(𝑖, 𝑥0) можем записать

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙∗1𝛿(𝑖, 𝑥0)− ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑙∗𝐷𝛿(𝑖, 𝑥0) = −(𝑙∗1 + . . .+ 𝑙∗𝐷) ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0).

Определим в дополнение к векторам (2.2.1) вектор 𝑙∗0 равенством

𝑙∗0 = −𝑙∗1 ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑙∗𝐷, (2.2.9)
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тогда для нулевого отклонения 𝛿0(𝑖, 𝑥0) будет следовать представление

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = 𝑙∗0 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0). (2.2.10)

Сравнивая полученную формулу с выражением (2.2.3), легко заметить,

что нам удалось восстановить симметрию между всеми отклонениями

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷.

В дальнейшем, если начальная точка 𝑥0 = (0, 0), опустим ее запись в

формулах для отклонений и будем использовать запись 𝛿𝑘(𝑖).

2.3 Точные границы для отклонеий

Предложение 2.2. Пусть вектор сдвига 𝛽𝐷 определен равенством (2.1.10)

и определены отклонения 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) = 𝑟𝑘(𝑖, 𝑥0) − 𝑖𝑎𝑘 для 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷.

Тогда отклонения могут быть представлены еще в одной из двух форм:

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) =
∑

0≤𝑗≤ℎ−1

(𝐹𝑟𝑘(𝑗𝛽
𝐷 + 𝑖𝛽𝐷 + 𝑥0)− 𝐹𝑟𝑘(𝑗𝛽

𝐷 + 𝑥0)) (2.3.1)

для 𝑖 > ℎ, и

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

(𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑖𝛽𝐷 + 𝑥0)− 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0)) (2.3.2)

для 0 ≤ 𝑖 ≤ ℎ, где 𝐹𝑟𝑘(𝑥) = 𝑙∗𝑘 ⋅ 𝐹𝑟(𝑥) для 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷, и 𝐹𝑟(𝑥)

определено в (2.1.1).

Доказательство. Равенство (2.3.1) вытекает непосредственно из опреде-

ления (2.1.9) и формул для отклонений 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷, (2.2.3),

(2.2.10), а равенство (2.3.2) из (2.1.18).

Теорема 2.1. Пусть задан вектор 𝛽𝐷 = 1
ℎ(𝛼

𝐷+𝑙), где ℎ — натуральное

число, и 𝑙 — вектор из решетки L, определенной в (1.1.3). Тогда при
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любом 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷 для отклонений 𝛿𝑘 выполняются неравенства

ℎ𝑚𝑘(𝑇
𝐷) ≤ 𝛿𝑘(𝑥, 𝑥0) ≤ ℎ𝑚𝑘(𝑇

𝐷) для 0 ≤ 𝑖 ≤ ℎ, (2.3.3)

𝑖𝑚𝑘(𝑇
𝐷) ≤ 𝛿𝑘(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑖𝑚𝑘(𝑇

𝐷) для 𝑖 > ℎ, (2.3.4)

где крайние значения 𝑚𝑘(𝑋) и 𝑚𝑘(𝑋) определяются формулами

𝑚𝑘(𝑋) = inf𝑥∈𝑋 𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑥, 𝑚𝑘(𝑋) = sup𝑥∈𝑋 𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑥. (2.3.5)

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ ℝ𝐷. Определим векторо-значную функцию

𝒟(𝑥, 𝑥0) =
∑

0≤𝑗≤ℎ−1

(𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0 + 𝑥)− 𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0)).

Из определения (2.1.1) векторной дробной части 𝐹𝑟(𝑥) вытекает равен-

ство

𝒟(𝑥+ 𝑙, 𝑥0) = 𝒟(𝑥, 𝑥0)

для любого вектора 𝑙 из решетки 𝐿, т.е. 𝒟(𝑥, 𝑥0) — периодическая функ-

ция на пространстве ℝ𝐷 с полной решеткой периодов 𝐿. В терминах

функции 𝒟(𝑥, 𝑥0) равенство (2.1.18) можем записать как композицию

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝒟(𝐹𝑟(𝑗𝛽𝐷), 𝑥0) (2.3.6)

функций 𝐹𝑟(𝑥) и 𝒟(𝑥, 𝑥0).

Пусть 𝑖 > ℎ. Определим разностную функцию

Δ(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑟(𝑥+ 𝑦)− 𝐹𝑟(𝑦), (2.3.7)

обладающую, согласно определению (2.1.1) векторной дробной части 𝐹𝑟(𝑥),

свойством периодичности

Δ(𝑥+ 𝑙, 𝑦 + 𝑙′) = Δ(𝑥, 𝑦),
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с периодами 𝑙, 𝑙′ из решетки 𝐿. Используя (2.3.7), функцию 𝒟(𝑥, 𝑥0),

можно будет переписать в виде

𝒟(𝑥, 𝑥0) =
∑

0≤𝑗≤ℎ−1

Δ(𝑥, 𝑗𝛽𝐷 + 𝑥0). (2.3.8)

Из определения (2.3.7) разностной функции Δ(𝑥, 𝑦) следует, что для лю-

бых 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝐷 справедливо включение

Δ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇𝐷
Δ , (2.3.9)

где 𝑇𝐷
Δ = {𝑡 − 𝑡′; 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑇𝐷} — разностное множество для развертки

𝑇𝐷. Из определения следует, что разностное множество 𝑇𝐷
Δ центрально-

симметрично относительно начала координат в ℝ𝐷. Из (2.3.8) и (2.3.9)

вытекает включение

𝒟(𝑥, 𝑥0) ∈ ℎ𝑇𝐷
Δ (2.3.10)

для любого 𝑥 из ℝ𝐷, где умножение на ℎ означает гомотетию 𝑡 → ℎ𝑡 с

натуральным коэффициентом ℎ.

Следовательно, из (2.3.9) получим последовательность включений для

любых 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝐷

𝑙∗𝑘 ⋅Δ(𝑥, 𝑦) ∈ (𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑇𝐷)Δ для 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷, (2.3.11)

так как 𝑙∗𝑘 ⋅ (𝑇𝐷)Δ в силу равенства 𝑙∗𝑘 ⋅𝑇𝐷 = {𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑡; 𝑡 ∈ 𝑇𝐷}. Если обозна-

чить

𝒟𝑘(𝑥, 𝑥0) = 𝑙∗𝑘 ⋅𝒟(𝑥, 𝑥0), (2.3.12)

то из формул (2.3.10) — (2.3.12) для любого 𝑥 ∈ ℝ𝐷 получаем включения

𝒟𝑘(𝑥, 𝑥0) ∈ ℎ(𝑙∗𝑘 ⋅ 𝑇𝐷)Δ для 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷. (2.3.13)

Из (2.3.13) и (2.3.5) следует неравенство

ℎ𝑚𝑘(𝑇
𝐷)𝒟𝑘(𝑥, 𝑥0) ≤ ℎ𝑚𝑘(𝑇

𝐷) (2.3.14)
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для любого 𝑥 ∈ ℝ𝐷 и 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐷. Согласно формулам (2.3.6) и

(2.3.14) получаем неравенства (2.3.3). В случае 0 ≤ 𝑖 ≤ ℎ, используя

аналогичные рассуждения, равенство (2.1.19) и включение (2.3.10), по-

лучаем (2.3.4).

В одномерном случае для полуинтервалов 𝑇 1
0 и 𝑇 1

1 Гекке [29] получил

следующую оценку остаточных членов

∣𝛿0(𝑖)∣ ≤ 1, ∣𝛿1(𝑖)∣ ≤ 1

для всех 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

2.3.1 Точные границы отклонений

для разбиений двумерного тора

Рассмотрим отдельно два случая: первый, когда обе координаты 𝑐𝑖

точки 𝑐 неотрицательны, то есть 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1, где 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

определены соответственно в (1.2.1) и (1.2.2); и второй случай, когда

одна из координат 𝑐𝑖 точки 𝑐 отрицательна, то есть 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2, где

𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2 = 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22, которые определены в (1.2.3), (1.2.4).

Для отклонений в случае 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 справедлива следующая

теорема.

Теорема 2.2. Пусть дан сдвиг тора 𝑆𝛼2 на вектор 𝛼2, и 𝛼2 - ирраци-

ональный, т. е. числа 𝛼2
1, 𝛼

2
2, 1 линейно независимы над ℤ, пусть тор

𝕋2 разбит на области

𝕋2
𝑘 : 𝕋2 = 𝕋2

0 ⊔ 𝕋2
1 ⊔ 𝕋2

2, (2.3.15)

а его развертка 𝑇 2(𝑐) задана параметром 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 ∪𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1.
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Тогда для отклонений выполняются точные неравенства:

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0), для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

𝜎(𝑐)− 1− 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝜎(𝑥0), для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 𝑐1;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 𝑐2,

(2.3.16)

где 𝜎(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2.

Доказательство. Из определения (2.1.9) сумарного векторного отклоне-

ния 𝛿(𝑖, 𝑥0), следует соотношение

𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 2(𝑐). (2.3.17)

Из формул (2.2.3) (2.2.10) следует, что границы отклонений 𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0)

могут быть определены, как проекции сумарного векторного отклоне-

ния 𝛿(𝑖, 𝑥0) на векторы базиса двойственного базису квадратной решетки

ℤ2[𝑙1, 𝑙2], где 𝑙1 = (−1, 0), 𝑙2 = (0,−1). В данном случае формула (2.1.11)

для векторного отклонения 𝛿(𝑖, 𝑥0) примет вид

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛼2 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙1 + 𝑟2(𝑖, 𝑥0)𝑙2, (2.3.18)

а базис 𝑙1, 𝑙2 двойственен сам себе 𝑙∗1 = 𝑙1, 𝑙
∗
2 = 𝑙2. Получим

𝛿𝑘(𝑖, 𝑥0) = 𝑙∗𝑘 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0), 𝑘 = 0, 1, 2, (2.3.19)

где из равенства (2.2.9) следует, что 𝑙0 = (1, 1). Выпишем полученные

для 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 равенства

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = 𝑟0(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠0,

𝛿1(𝑖, 𝑥0) = 𝑟1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠1,

𝛿2(𝑖, 𝑥0) = 𝑟2(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑠2,
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где из (2.2.6) 𝑟0(𝑖, 𝑥0) = 𝑖−𝑟1(𝑖, 𝑥0)−𝑟2(𝑖, 𝑥0). Осталось найти самое боль-

шое и наименьшее значения для этих проекций по всем 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛∪𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1,

которые будут определяться границами развертки 𝑇 2(𝑐) в силу (2.3.17).

Шестиугольник 𝑇 2(𝑐) является компактным множеством, поэтому до-

статочно проверить проекции координат его вершин на векторы 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2.

Получим следующее множество значений (таблица 1).

n Координаты

вершины 𝑥𝑛

Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗0 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗1 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗2

1. (0, 0) 0 0 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) 1− 𝑐1 − 𝑐2 𝑐1 − 1 𝑐2

3. (1, 0) 1 −1 0

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 2− 𝑐1 − 𝑐2 𝑐1 − 1 𝑐2 − 1

5. (0, 1) 1 0 −1

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) 1− 𝑐1 − 𝑐2 𝑐1 𝑐2 − 1

Таблица 1.

Достаточно выбрать наибольшее и наименьшее из значений таблицы

1, учитывая, что 𝑐1 ≥ 0, 𝑐2 ≥ 0, а также 𝜎(𝑐) ≤ 1 для выпуклого ше-

стиугольника, 𝜎(𝑐) > 1 для невыпуклого. Неравенства (2.3.16) доказаны.

Так как вектор 𝛼2 = (𝛼2
1, 𝛼

2
2) иррациональный, то на основании кри-

терия равномерного распределения Вейля [28] орбита 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼2) произво-

льой начальной точки 𝑥0 всюду плотно заполняет развертку тора 𝑇 2(𝑐).

Положение точки на развертке определяется вектором 𝛿(𝑖, 𝑥0), являю-

щимся векторным отклонением. На основании вышесказанного, веторы

𝛿(𝑖, 𝑥0) сколь угодно близко подходят к вершинам развертки, а на основа-

нии формулы (2.3.19) отклонения 𝛿𝑘′(𝑖, 𝑥0), для областей 𝑇 2
𝑘′, 𝑘

′ = 0, 1, 2

определяются проекциями 𝛿(𝑖, 𝑥0) на векторы 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, что доказывает
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точность границ отклонеий (2.3.16).

Справедливо следующее следствие из теорем 2.1 и 2.2.

Следствие 2.1. Пусть дан сдвиг тора 𝑆𝛽2 на вектор 𝛽2 = 1
ℎ(𝛼

2 + 𝑑),

где ℎ ∈ ℕ, а 𝑑 вектор из решетки ℤ2. Пусть тор 𝕋2 разбит на обла-

сти 𝕋2
𝑘′: 𝕋2 = 𝕋2

0 ⊔ 𝕋2
1 ⊔ 𝕋2

2, а его развертка 𝑇 2(𝑐) задана параметром

𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 ∪ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1. Тогда области 𝕋2
𝑘′ являются множествами

ограниченного остатка относительно сдвига 𝑆𝛽2 на вектор 𝛽2 и для

отклонений выполняются неравенства:

−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(2− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0)), для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

−ℎ(𝜎(𝑥0) + 𝜎(𝑐)− 1) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(1− 𝜎(𝑥0)), для 𝜎(𝑐) > 1;

ℎ(𝑥01 − 1) ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥01 + 𝑐1);

ℎ(𝑥02 − 1) ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥01 + 𝑐2).

(2.3.20)

Теперь найдем границы отклонений для случая 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2 = 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21∪
𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22. В этом случае справедлива следующая теорема.

Теорема 2.3. Пусть дан сдвиг тора 𝑆𝛼2 на вектор 𝛼2, и 𝛼2 - ирраци-

ональный, т. е. числа 𝛼2
1, 𝛼

2
2, 1 линейно независимы над ℤ, пусть тор

𝕋2 разбит на области

𝕋2
𝑘 : 𝕋2 = 𝕋2

0 ⊔ 𝕋2
1 ⊔ 𝕋2

2,

а его развертка 𝑇 2(𝑐) задана параметром 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2.

Тогда для отклонений выполняются точные неравенства:
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−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝑐2 − 𝜎(𝑥0),

𝑥01 − 𝑐1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1,

𝑥02 + 𝜎(𝑐)− 2 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02, для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21;

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝑐1 − 𝜎(𝑥0),

𝑥01 + 𝜎(𝑐)− 2 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01,

𝑥02 − 𝑐2 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 1, для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22.

(2.3.21)

где 𝜎(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2.

Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству

теоремы (2.2). Определим базисы решетки ℤ2 и двойственные к ним для

нахождения проекций 𝛿(𝑖, 𝑥0) в случаях 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22 со-

ответственно пользуясь формулами (1.1.4), (1.2.8), (1.2.9). Получим в

первом случае базис 𝑙1 = (1,−1), 𝑙2 = (0,−1) и двойственный к нему

𝑙∗1 = (1, 0), 𝑙∗2 = (−1,−1), и 𝑙∗0 = −𝑙∗1 − 𝑙∗2 = (0, 1). Во втором случае базис

𝑙1 = (−1, 0), 𝑙2 = (−1, 1) и двойственный к нему 𝑙∗1 = (−1,−1), 𝑙∗2 = (0, 1),

и 𝑙∗0 = −𝑙∗1 − 𝑙∗2 = (1, 0). Получим следующее множество значений для

проекций вершин шестиугольника в случае 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21(таблица 2).

n Координаты

вершины 𝑥𝑛

Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗0 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗1 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗2

1. (0, 0) 0 0 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) −𝑐2 1− 𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 − 1

3. (1, 0) 0 1 −1

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 1− 𝑐2 1− 𝑐1 1 + 𝑐2 − 2

5. (0, 1) 1 0 −1

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) 1− 𝑐2 −𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 − 1

Таблица 2.
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В случае 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22(таблица 3).

n Координаты

вершины 𝑥𝑛

Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗0 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗1 Значение 𝑥 ⋅ 𝑙∗2

1. (0, 0) 0 0 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) 1− 𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 − 1 −𝑐2

3. (1, 0) 1 −1 0

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 1− 𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 − 2 1− 𝑐2

5. (0, 1) 0 −1 1

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) −𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 − 1 1− 𝑐2

Таблица 3.

Достаточно выбрать наибольшее и наименьшее из значений таблиц

2 и 3, учитывая, что для таблицы 2 необходимо выполнение неравенств

0 ≤ 𝑐1 < 1, 𝑐2 < 0, а для таблицы 3 — неравенств 𝑐1 < 0, 0 ≤ 𝑐2 < 1.

Неравенства (2.3.21) доказаны.

Так как вектор 𝛼2 = (𝛼2
1, 𝛼

2
2) иррациональный, то на основании кри-

терия равномерного распределения Вейля [28] орбита 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼2) началь-

ной точки 𝑥0 всюду плотно заполняет развертку тора 𝑇 2(𝑐). Положение

точки на развертке определяется вектором 𝛿(𝑖, 𝑥0). На основании выше-

сказанного, веторы 𝛿(𝑖, 𝑥0) сколь угодно близко подходят к вершинам

развертки, а на основании формулы (2.3.19) 𝛿𝑘′(𝑖, 𝑥0), 𝑘′ = 0, 1, 2 опреде-

ляются проекциями 𝛿(𝑖, 𝑥0) на векторы 𝑙∗0, 𝑙
∗
1, 𝑙

∗
2, что доказывает точность

границ (2.3.21).

Из доказанной теоремы видно, что формулы для границ отклонений

симметричны для случаев 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22. Таким образом, в

дальнейшем достаточно рассматривать границы отклонений лишь для

67



случая 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21, а для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22 полученные результаты будут спра-

ведливы, если заменить во всех коэффициентах 1 на 2 и наоборот.

Из результатов теорем 2.2 и 2.3 можем заметить, что границы откло-

нений определяются лишь формой развертки 𝑇 2(𝑐) и выбором начальной

точки 𝑥0, в частности в случае теоремы 2.2, если в качестве начальной

точки выбрать точку 𝑥0 = (0, 0), то границы отклонения 𝛿1(𝑖, 𝑥0) опре-

деляются размерами развертки 𝑇 2(𝑐) в направлении вектора 𝑙1, границы

отклонения 𝛿2(𝑖, 𝑥0) — размерами развертки 𝑇 2(𝑐) в направлении векто-

ра 𝑙2 и отклонения 𝛿0(𝑖, 𝑥0) — в направлении вектора 𝑙0. Таким образом,

сами границы развертки не обязательно должны быть прямыми, а могут

быть любыми линиями вплоть до фрактальных [20], при этом обязатель-

ным условием остается соответствие противоположных сторон.

Следствие 2.2. Пусть дан сдвиг тора 𝑆𝛽2 на вектор 𝛽2 = 1
ℎ(𝛼

2 + 𝑑),

где ℎ ∈ ℕ, а 𝑑 вектор из решетки ℤ2. Пусть тор 𝕋2 разбит на об-

ласти 𝕋2
𝑘′: 𝕋2 = 𝕋2

0 ⊔ 𝕋2
1 ⊔ 𝕋2

2, а его развертка 𝑇 2(𝑐) задана парамет-

ром 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2. Тогда области 𝕋2
𝑘′ являются множествами

ограниченного остатка относительно сдвига 𝑆𝛽2 на вектор 𝛽2, и для

отклонений выполняются неравенства:

−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(1− 𝑐2 − 𝜎(𝑥0)),

ℎ(𝑥01 − 𝑐1) ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥01 + 1),

ℎ(𝑥02 + 𝜎(𝑐)− 2) ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ𝑥02, для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21;

−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(1− 𝑐1 − 𝜎(𝑥0)),

ℎ(𝑥01 + 𝜎(𝑐)− 2) ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ𝑥01,

ℎ(𝑥02 − 𝑐2) ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥02 + 1), для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛22.

(2.3.22)

Cледствия 2.1 и 2.2 являются двумерным обобщением теоремы Гекке.
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2.3.2 Точные границы отклонений

для разбиений трехмерного тора

Точные границы отклонений для 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐).

Рассмотрим развертку 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐) тора 𝕋3, описанную в пункте 1.2.1.

Сдвиг тора 𝕋3 на вектор 𝛾0 = (𝑣0, 𝑤0), где 𝑣0 определен в (1.1.6) и 𝑤0

определен в (1.2.7), задает орбиту распределения точек на нем. Рассмот-

рим орбиту с произвольной начальной точкой 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥02, 𝑥03). Так как

тору 𝕋3 изоморфна его развертка 𝑇 1⊗0 𝑇
2(𝑐), то для каждой ее области

(1.3.8) определим считающие функции

𝑟1(𝑖, 𝑥0) = ♯{𝑗 : 𝑆𝑗
𝛾0(𝑥0) ∈ 𝑇 3

1 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑖},
𝑟0,𝑚(𝑖, 𝑥0) = ♯{𝑗 : 𝑆𝑗

𝛾0(𝑥0) ∈ 𝑇 3
0,0, 0 ≤ 𝑗 < 𝑖}, 𝑚 = 0, 1, 2,

(2.3.23)

как количество попаданий точек в соответствующую область. Также

определим отклонения функций (2.3.23) от ожидаемой величины

𝛿1(𝑖, 𝑥0) = 𝑟1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖 vol𝑇 3
1 ,

𝛿0,𝑚(𝑖, 𝑥0) = 𝑟0,𝑚(𝑖, 𝑥0)− 𝑖 vol𝑇 3
0,𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2,

(2.3.24)

где vol𝑇 3
1 , vol𝑇 3

0,𝑚,𝑚 = 0, 1, 2 — это, с одной стороны, объемы областей

𝑇 3
1 , 𝑇

3
0,𝑚,𝑚 = 0, 1, 2, а с другой, это частота попадания точек в соответ-

ствующую область, так как общий объем призмы 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) равен 1.

Для отклонений докажем следующую теорему.

Теорема 2.4. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбиением

𝑇 3
1 ⊔𝑇 3

0,0⊔𝑇 3
0,1⊔𝑇 3

0,2, которое задается произведением 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐). Пусть

кроме того задан иррациональный вектор 𝛾0 сдвига тора 𝕋3, тогда для

отклонений 𝛿1(𝑖, 𝑥0), 𝛿0,𝑚(𝑖, 𝑥0),𝑚 = 0, 1, 2 справедливы точные неравен-

ства.
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1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 3− 𝜎(𝑐)(𝑡+ 1)− 𝜎(𝑥0) для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

1− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝑡𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0) для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 𝛼2
1 + 𝑐1;

𝑥03 − 1 ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝛼2
2 + 𝑐2.

(2.3.25)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝑐2 − �̃�2
2 − 𝜎(𝑥0);

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01;

𝑥02 − 𝑐1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 1− �̃�2
1;

𝑥03 + 𝜎(𝑐)− 2 ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝜎(�̃�2).

(2.3.26)

Доказательство. Для доказательства неравенств (2.3.25) найдем для

решетки 𝐿1⊗0𝐿
2 двойственный базис. Так как 𝐿1⊗0𝐿

2 — полная, тогда

для ее базиса (1.3.11) существует двойственный базис 𝑙0∗1 ,𝑚∗
1,𝑚

∗
2, связан-

ный с исходным базисом соотношениями (2.2.1). Полученный базис будет

иметь следующие координаты

𝑙
0∗
1 = (−1, 0, 0), 𝑚∗

1 = (𝛼2
1,−1, 0), 𝑚∗

2 = (𝛼2
2, 0,−1). (2.3.27)

Из выражения (2.1.11) следует, что суммарное векторное отклонение

может быть записано следующим образом

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛾0 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙
0

1 + 𝑟0,1(𝑖, 𝑥0)𝑚1 + 𝑟0,2(𝑖, 𝑥0)𝑚2. (2.3.28)

Используя двойственный базис (2.3.27) и представление 𝛿(𝑖) (2.3.28),

получаем следующие равенства

𝑙
0∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟1(𝑖)− 𝑖𝑙

0∗
1 ⋅ 𝛾0 = 𝛿1(𝑖),

𝑚∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟0,1(𝑖)− 𝑖𝑚∗

1 ⋅ 𝛾0 = 𝛿0,1(𝑖),

𝑚∗
2 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟0,2(𝑖)− 𝑖𝑚∗

2𝛾
0 = 𝛿0,2(𝑖),

(2.3.29)
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где объемы областей (1.3.8) рассчитываются по следующим формулам

vol𝑇 3
1 = 𝑙

0∗
1 ⋅ 𝛾0 = 𝛼1,

vol𝑇 3
0,1 = 𝑚∗

1 ⋅ 𝛾0 = 𝛼2
1(1− 𝛼1),

vol𝑇 3
0,2 = 𝑚∗

2 ⋅ 𝛾0 = 𝛼2
2(1− 𝛼1).

Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0).

Из определения (2.3.23) считающих функций следует, что они удовлетво-

ряют тождеству

𝑟1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟0,0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟0,1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟0,2(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.3.30)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Объем области 𝑇 3
0,0 определим равенством

vol𝑇 3
1 + vol𝑇 3

0,0 + vol𝑇 3
0,1 + vol𝑇 3

0,2 = 1. (2.3.31)

Согласно (2.3.30) и (2.3.31), имеем

𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿1(𝑖, 𝑥0)− 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0)− 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0)

или можем записать

𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙
0∗
1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗

1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗
2 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0) = (−𝑙

0∗
1 −𝑚∗

1−𝑚∗
2)⋅𝛿(𝑖).
(2.3.32)

Обозначим вектор

𝑙
0

0 = −𝑙
0∗
1 −𝑚∗

1 −𝑚∗
2 = (1− 𝛼2

1 − 𝛼2
2, 1, 1). (2.3.33)

Так как развертка 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) перекладывающаяся, можно записать

𝑥0 + 𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐).

Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (2.3.27)

и (2.3.33) получим доказываемые неравенства (2.3.25). Неравенства (2.3.26)

доказываются аналогично.
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Так как вектор 𝛾0 иррациональный, то на основании критерия равно-

мерного распределения Вейля [28] орбита 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛾0) начальной точки 𝑥0

всюду плотно заполняет развертку тора 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐). Положение точки на

развертке определяется вектором 𝛿(𝑖, 𝑥0). На основании вышесказанно-

го, веторы 𝛿(𝑖, 𝑥0) сколь угодно близко подходят к вершинам развертки,

а на основании формул (2.3.29), (2.3.32) и (2.3.33) отклонения 𝛿1(𝑖, 𝑥0)

и 𝛿0,𝑚(𝑖, 𝑥0),𝑚 = 0, 1, 2 определяются проекциями 𝛿(𝑖, 𝑥0) на векторы

двойственного базиса решетки 𝐿1⊗0𝐿
2, что доказывает точность границ

(2.3.25) и (2.3.26).

Следствие 2.3. Если в качестве вектора сдвига выбрать вектор 𝛾′ =
1
ℎ(𝛾

0 + 𝑑), где ℎ ∈ ℕ, 𝑑 ∈ 𝐿1 ⊗0 𝐿
2 для произведения 𝑇 1 ⊗0 𝑇

2(𝑐), то

границы отклонений примут вид:

1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(3− 𝜎(𝑐)(𝑡+ 1)− 𝜎(𝑥0)) для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

ℎ(1− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0)) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(2− 𝑡𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0)) для 𝜎(𝑐) > 1;

ℎ(𝑥01 − 1) ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ𝑥01;

ℎ(𝑥02 − 1) ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥02 + 𝛽1 + 𝑐1);

ℎ(𝑥03 − 1) ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥03 + 𝛽2 + 𝑐2).

(2.3.34)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

−ℎ𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(2− 𝑐2 − �̃�2
2 − 𝜎(𝑥0));

ℎ(𝑥01 − 1) ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ𝑥01;

ℎ(𝑥02 − 𝑐1) ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥02 + 1− �̃�2
1);

ℎ(𝑥03 + 𝜎(𝑐)− 2) ≤ 𝛿0,2(𝑖, 𝑥0) ≤ ℎ(𝑥03 + 𝜎(�̃�2)).

(2.3.35)

Следствие 2.3 является обобщением теоремы Гекке на случай разби-

ений трехмерных торов.
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Точные границы отклонений для 𝑇 1 ⊗1 𝑇
2(𝑐).

Аналогичные рассуждения можно провести для 1-произведения по-

луинтервала 𝑇 1 на шестиугольник 𝑇 2(𝑐). В этом случае доказана следу-

ющая теорема.

Теорема 2.5. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбиением

𝑇 3
0 ⊔𝑇 3

1,0⊔𝑇 3
1,1⊔𝑇 3

1,2, которое задается произведением 𝑇 1⊗1𝑇
2(𝑐). Пусть

кроме того задан иррациональный вектор 𝛾1 сдвига тора 𝕋3, тогда для

отклонений 𝛿0(𝑖, 𝑥0), 𝛿1,𝑚(𝑖, 𝑥0),𝑚 = 0, 1, 2 справедливы точные неравен-

ства.

1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

𝜎(𝛼2)− 1− 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0) для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

𝜎(𝛼2)− 𝜎(𝑐)− 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝜎(𝑥0) для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1 + 𝑥01;

𝑥02 − 1− 𝛼2
1 ≤ 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 𝑐1;

𝑥03 − 1− 𝛼2
2 ≤ 𝛿1,2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝑐2.

(2.3.36)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

−𝜎(𝑥0)− 1 + �̃�2
2 ≤ 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝑐2 − 𝜎(𝑥0);

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1;

𝑥02 + �̃�2
1 − 𝑐1 ≤ 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 1;

𝑥03 + 𝜎(𝑐)− 2 ≤ 𝛿1,2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03.

(2.3.37)

Доказательство. Для доказательства неравенств (2.3.36) определим для

решетки 𝐿1⊗1𝐿
2 двойственный базис. Так как 𝐿1⊗1𝐿

2 — полная, тогда

для ее базиса (1.3.19) существует двойственный базис 𝑙1∗1 ,𝑚∗
1,𝑚

∗
2, связан-

ный с исходным базисом соотношениями (2.2.1). Полученный базис будет

иметь следующие координаты

𝑙
1∗
1 = (1, 0, 0), 𝑚∗

1 = (−𝛼2
1,−1, 0), 𝑚∗

2 = (−𝛼2
2, 0,−1). (2.3.38)
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Из выражения (2.1.11) следует, что суммарное векторное отклонение

может быть записано следующим образом

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛾1 + 𝑟0(𝑖, 𝑥0)𝑙
1

1 + 𝑟1,0(𝑖, 𝑥0)𝑚1 + 𝑟1,2(𝑖, 𝑥0)𝑚2. (2.3.39)

Используя двойственный базис (2.3.38) и представление 𝛿(𝑖) (2.3.39),

получаем следующие равенства

𝑙
1∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟0(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑙

1∗
1 ⋅ 𝛾1 = 𝛿0(𝑖, 𝑥0),

𝑚∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟1,1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑚∗

1 ⋅ 𝛾1 = 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0),

𝑚∗
2 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟1,2(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑚∗

2𝛾
1 = 𝛿1,2(𝑖, 𝑥0),

(2.3.40)

где объемы областей (1.3.16) рассчитываются по следующим формулам

vol𝑇 3
0 = 𝑙

1∗
1 ⋅ 𝛾1 = 1− 𝛼1,

vol𝑇 3
1,1 = 𝑚∗

1 ⋅ 𝛾1 = 𝛼2
1𝛼

1,

vol𝑇 3
1,2 = 𝑚∗

2 ⋅ 𝛾1 = 𝛼2
2𝛼

1.

Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0).

Из определения (2.3.23) считающих функций следует, что они удовлетво-

ряют тождеству

𝑟0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1,0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1,1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1,2(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.3.41)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Объем области 𝑇 3
1,0 определим равенством

vol𝑇 3
0 + vol𝑇 3

1,0 + vol𝑇 3
1,1 + vol𝑇 3

1,2 = 1. (2.3.42)

Согласно (2.3.41) и (2.3.42), имеем

𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿0(𝑖, 𝑥0)− 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0)− 𝛿1,2(𝑖, 𝑥0)

или можем записать

𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙
1∗
1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗

1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗
2 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0) = (−𝑙

1∗
1 −𝑚∗

1−𝑚∗
2)⋅𝛿(𝑖).
(2.3.43)
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Обозначим вектор

𝑙
1

0 = −𝑙
1∗
1 −𝑚∗

1 −𝑚∗
2 = (𝛼2

1 + 𝛼2
2 − 1, 1, 1). (2.3.44)

Так как развертка 𝑇 1 ⊗1 𝑇
2(𝑐) перекладывающаяся, можно записать

𝑥0 + 𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 1 ⊗1 𝑇
2(𝑐).

Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (2.3.38)

и (2.3.44), получим доказываемые неравенства (2.3.36).Неравенства (2.3.37)

доказываются аналогично.

Точность доказанных неравенств объясняется по аналогии с доказа-

тельством теоремы 2.4.

Заметим, что границы отклонений полученные для 𝑇 1⊗0𝑇
2(𝑐) и 𝑇 1⊗1

𝑇 2(𝑐) не зависят от выбора вектора 𝛼1, так как геометрически границы

отклонений определяются проекциями афинного образа развертки 𝑇 1⊗𝑘

𝑇 2(𝑐), 𝑘 = 0, 1. в ортонормированном базисе, а они не зависят от вектора

𝛼1. В случае остальных трех произведений границы отклонений также

не зависят от выбора вектора сдвига первого множителя.

Точные границы отклонений для 𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇
1.

Проведем аналогичные рассуждения для разверток, заданных про-

изведением 𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇
1 и 𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇

1, 𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇
1.

Теорема 2.6. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбиением

𝑇 3
1 ⊔𝑇 3

2 ⊔𝑇 3
0,0⊔𝑇 3

0,1, которое задается произведением 𝑇 2(𝑐)⊗0𝑇
1. Пусть

кроме того задан иррациональный вектор 𝛾′0 сдвига тора 𝕋3, тогда для

отклонений 𝛿1(𝑖, 𝑥0), 𝛿2(𝑖, 𝑥0), 𝛿0,𝑚′(𝑖, 𝑥0),𝑚
′ = 0, 1 справедливы точные

неравенства.
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1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

1− 𝛼1 − 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ (1− 𝛼1)(2− 𝜎(𝑐)) + 1− 𝜎(𝑥0);

𝑥03 − 1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝛼1(2− 𝜎(𝑐)), для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

(1− 𝛼1)(1− 𝜎(𝑐))− 𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝛼1 − 𝜎(𝑥0);

𝑥03 + 𝛼1(1− 𝜎(𝑐))− 1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝛼1, для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥01 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑐1 + 𝑥01;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑐2 + 𝑥02.

(2.3.45)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

−𝜎(𝑥0) ≤ 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1 + (1− 𝛼1)(1− 𝑐2)− 𝜎(𝑥0);

𝑥03 − 1 ≤ 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03 + 𝛼1(1− 𝑐2);

𝑥01 + 𝜎(𝑐)− 2 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01;

𝑥02 − 𝑐1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02 + 1.

(2.3.46)

Доказательство. Для доказательства неравенств (2.3.45) определим для

решетки 𝐿2⊗0𝐿
1 двойственный базис. Так как 𝐿2⊗0𝐿

1 — полная, тогда

для ее базиса (1.3.27) существует двойственный базис 𝑙
0∗
1 , 𝑙

0∗
2 ,𝑚∗

1, связан-

ный с исходным базисом соотношениями (2.2.1). Полученный базис будет

иметь следующие координаты

𝑙
0∗
1 = (−1, 0, 0), 𝑙

0∗
1 = (0,−1, 0), 𝑚∗

1 = (𝛼1, 𝛼1,−1). (2.3.47)

Из выражения (2.1.11) следует, что суммарное векторное отклонение

может быть записано следующим образом

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛾′0 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙
0

1 + 𝑟2(𝑖, 𝑥0)𝑙
0

2 + 𝑟0,1(𝑖, 𝑥0)𝑚1. (2.3.48)

Используя двойственный базис (2.3.47) и представление 𝛿(𝑖) (2.3.48),

получаем следующие равенства
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𝑙
0∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑙

0∗
1 ⋅ 𝛾′0 = 𝛿1(𝑖, 𝑥0),

𝑙
0∗
2 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟2(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑙

0∗
2 ⋅ 𝛾′0 = 𝛿2(𝑖, 𝑥0),

𝑚∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑟0,1(𝑖, 𝑥0)− 𝑖𝑚∗

1𝛾
′0 = 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0),

(2.3.49)

где объемы областей (1.3.24) рассчитываются по следующим формулам

vol𝑇 3
1 = 𝑙

0∗
1 ⋅ 𝛾′0 = 𝛼2

1,

vol𝑇 3
2 = 𝑙

0∗
2 ⋅ 𝛾′0 = 𝛼2

2,

vol𝑇 3
0,1 = 𝑚∗

1 ⋅ 𝛾′0 = 𝛼1(1− 𝛼2
1 − 𝛼2

2).

Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 𝛿0,0(𝑖, 𝑥0).

Из определения (2.3.23) считающих функций следует, что они удовлетво-

ряют тождеству

𝑟1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟2(𝑖, 𝑥0) + 𝑟0,1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟0,0(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.3.50)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Объем области 𝑇 3
0,0 определим равенством

vol𝑇 3
1 + vol𝑇 3

2 + vol𝑇 3
0,1 + vol𝑇 3

0,0 = 1. (2.3.51)

Согласно (2.3.50) и (2.3.51), имеем

𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿1(𝑖, 𝑥0)− 𝛿2(𝑖, 𝑥0)− 𝛿0,1(𝑖, 𝑥0)

или можем записать

𝛿0,0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙
0∗
1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑙

0∗
2 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗

1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0) = (−𝑙
0∗
1 −𝑙

0∗
2 −𝑚∗

1)⋅𝛿(𝑖).
(2.3.52)

Обозначим вектор

𝑙
0

0 = −𝑙
0∗
1 − 𝑙

0∗
2 −𝑚∗

1 = (1− 𝛼1, 1− 𝛼1, 1). (2.3.53)

Так как развертка 𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇
1 перекладывающаяся, можно записать

𝑥0 + 𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 2(𝑐)⊗0 𝑇
1.
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Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (2.3.47)

и (2.3.53), получим доказываемые неравенства (2.3.45). Неравенства (2.3.46)

доказываются аналогично.

Точность доказанных неравенств объясняется по аналогии с доказа-

тельством теоремы 2.4.

Точные границы отклонений для 𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇
1.

В случае 𝑇 2(𝑐) ⊗1 𝑇
1 для границ отклонений доказана следующая

теорема.

Теорема 2.7. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбиением

𝑇 3
0 ⊔𝑇 3

2 ⊔𝑇 3
1,0⊔𝑇 3

1,1, которое задается произведением 𝑇 2(𝑐)⊗1𝑇
1. Пусть

кроме того задан иррациональный вектор 𝛾′1 сдвига тора 𝕋3, тогда для

отклонений 𝛿0(𝑖, 𝑥0), 𝛿2(𝑖, 𝑥0), 𝛿1,𝑚′(𝑖, 𝑥0),𝑚
′ = 0, 1 справедливы точные

неравенства.

1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝜎(𝑐) + 𝑥01; для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

1 + 𝑥01 − 𝜎(𝑐) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1 для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑐2 + 𝑥02;

𝑥03 − 𝛼1 − 1 ≤ 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝛼1𝑐1 + 𝑥03;

−𝜎(𝑥0) + 𝛼1 − 1 ≤ 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1 + 𝑐1(1− 𝛼1)− 𝜎(𝑥0).

(2.3.54)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1− 𝑐2;

𝑥02 + 𝜎(𝑐)− 1 ≤ 𝛿2(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥02;

𝑥03 − 1 ≤ 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝛼1(1− 𝑐1) + 𝑥03;

−𝜎(𝑥0) + 𝑐1(𝛼
1 − 1) ≤ 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) ≤ −𝜎(𝑥0) + 2− 𝛼1.

(2.3.55)

78



Доказательство. Для доказательства неравенств (2.3.54) определим для

решетки 𝐿2⊗1𝐿
1 двойственный базис. Так как 𝐿2⊗1𝐿

1 — полная, тогда

для ее базиса (1.3.35) существует двойственный базис 𝑙
1∗
1 , 𝑙

1∗
2 ,𝑚∗

1, связан-

ный с исходным базисом соотношениями (2.2.1). Полученный базис будет

иметь следующие координаты

𝑙
1∗
1 = (1, 1, 0), 𝑙

1∗
2 = (0,−1, 0), 𝑚∗

1 = (𝛼1 − 1, 0, 1). (2.3.56)

Из выражения (2.1.11) следует, что суммарное векторное отклонение

может быть записано следующим образом

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛾′1 + 𝑟0(𝑖, 𝑥0)𝑙
1

1 + 𝑟2(𝑖, 𝑥0)𝑙
1

2 + 𝑟1,1(𝑖, 𝑥0)𝑚1. (2.3.57)

Используя двойственный базис (2.3.56) и представление 𝛿(𝑖) (2.3.57),

получаем следующие равенства

𝑙
1∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟0(𝑖)− 𝑖𝑙

1∗
1 ⋅ 𝛾′1 = 𝛿0(𝑖),

𝑙
1∗
2 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟2(𝑖)− 𝑖𝑙

1∗
2 ⋅ 𝛾′1 = 𝛿2(𝑖),

𝑚∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟1,1(𝑖)− 𝑖𝑚∗

1𝛾
′1 = 𝛿1,1(𝑖),

(2.3.58)

где объемы областей (1.3.32) рассчитываются по следующим формулам

vol𝑇 3
0 = 𝑙

1∗
1 ⋅ 𝛾′1 = 1− 𝛼2

1 − 𝛼2
2,

vol𝑇 3
2 = 𝑙

1∗
2 ⋅ 𝛾′1 = 𝛼2

2,

vol𝑇 3
1,1 = 𝑚∗

1 ⋅ 𝛾′1 = 𝛼1𝛼2
1.

Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 𝛿1,0(𝑖, 𝑥0).

Из определения (2.3.23) считающих функций следует, что они удовлетво-

ряют тождеству

𝑟0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟2(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1,0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1,1(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.3.59)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Объем области 𝑇 3
1,0 определим равенством

vol𝑇 3
0 + vol𝑇 3

2 + vol𝑇 3
1,0 + vol𝑇 3

1,1 = 1. (2.3.60)
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Согласно (2.3.59) и (2.3.60), имеем

𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿0(𝑖, 𝑥0)− 𝛿2(𝑖, 𝑥0)− 𝛿1,1(𝑖, 𝑥0)

или можем записать

𝛿1,0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙
1∗
1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑙

1∗
2 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗

1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0) = (−𝑙
1∗
1 −𝑙

1∗
2 −𝑚∗

1)⋅𝛿(𝑖).
(2.3.61)

Обозначим вектор

𝑙
1

0 = −𝑙
1∗
1 − 𝑙

1∗
2 −𝑚∗

1 = (𝛼1 − 1, 0, 1). (2.3.62)

Так как развертка 𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇
1 перекладывающаяся, можно записать

𝑥0 + 𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 2(𝑐)⊗1 𝑇
1.

Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (2.3.56)

и (2.3.62), получим доказываемые неравенства (2.3.54). Неравенства (2.3.55)

доказываются аналогично.

Точность доказанных неравенств объясняется по аналогии с доказа-

тельством теоремы 2.4.

Точные границы отклонений для 𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇
1.

В случае 2-произведения шестиугольника 𝑇 2(𝑐) на полуинтервал 𝑇 1

для границ отклонений справедлива следующая теорема.

Теорема 2.8. Пусть задан трехмерный тор 𝕋3 = ℝ3/ℤ3 с разбиением

𝑇 3
0 ⊔𝑇 3

1 ⊔𝑇 3
2,0⊔𝑇 3

2,1, которое задается произведением 𝑇 2(𝑐)⊗2𝑇
1. Пусть

кроме того задан иррациональный вектор 𝛾′2 сдвига тора 𝕋3, тогда для

отклонений 𝛿0(𝑖, 𝑥0), 𝛿1(𝑖, 𝑥0), 𝛿2,𝑚′(𝑖, 𝑥0),𝑚
′ = 0, 1 справедливы точные

неравенства.
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1. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛 и 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 2− 𝜎(𝑐) + 𝑥01; для 𝜎(𝑐) ≤ 1;

1 + 𝑥01 − 𝜎(𝑐) ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1 для 𝜎(𝑐) > 1;

𝑥02 − 1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑐1 + 𝑥02;

𝑥03 − 𝛼1 − 1 ≤ 𝛿2,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝛼1𝑐2 + 𝑥03;

−𝜎(𝑥0) + 𝛼1 − 1 ≤ 𝛿2,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1 + 𝑐2(1− 𝛼1)− 𝜎(𝑥0).

(2.3.63)

2. Для 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛21

𝑥01 ≤ 𝛿0(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥01 + 1− 𝑐2;

𝑥02 − 𝑐1 ≤ 𝛿1(𝑖, 𝑥0) ≤ 1 + 𝑥02;

𝑥03 − 𝛼1(2− 𝜎(𝑐))− 1 ≤ 𝛿2,1(𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑥03;

−𝜎(𝑥0) + (𝛼1 − 1)(1− 𝜎(𝑐)) ≤ 𝛿2,0(𝑖, 𝑥0) ≤ 1− 𝜎(𝑥0).

(2.3.64)

Доказательство. Для доказательства неравенств (2.3.63) определим для

решетки 𝐿2⊗2𝐿
1 двойственный базис. Так как 𝐿2⊗2𝐿

1 — полная, тогда

для ее базиса (1.3.43) существует двойственный базис 𝑙
2∗
1 , 𝑙

2∗
2 ,𝑚∗

1, связан-

ный с исходным базисом соотношениями (2.2.1). Полученный базис будет

иметь следующие координаты

𝑙
2∗
1 = (1, 1, 0), 𝑙

2∗
2 = (−1, 0, 0), 𝑚∗

1 = (0,−𝛼1,−1). (2.3.65)

Из выражения (2.1.11) следует, что суммарное векторное отклонение

может быть записано следующим образом

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛾′2 + 𝑟0(𝑖, 𝑥0)𝑙
2

1 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙
2

2 + 𝑟2,1(𝑖, 𝑥0)𝑚1. (2.3.66)

Используя двойственный базис (2.3.65) и представление 𝛿(𝑖) (2.3.66),

получаем следующие равенства

𝑙
2∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟0(𝑖)− 𝑖𝑙

2∗
1 ⋅ 𝛾′2 = 𝛿0(𝑖),

𝑙
2∗
2 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟1(𝑖)− 𝑖𝑙

2∗
2 ⋅ 𝛾′2 = 𝛿1(𝑖),

𝑚∗
1 ⋅ 𝛿(𝑖) = 𝑟2,1(𝑖)− 𝑖𝑚∗

1𝛾
′2 = 𝛿2,1(𝑖),

(2.3.67)
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где объемы областей (1.3.40) рассчитываются по следующим формулам

vol𝑇 3
0 = 𝑙

2∗
1 ⋅ 𝛾′2 = 1− 𝛼2

1 − 𝛼2
2,

vol𝑇 3
1 = 𝑙

2∗
2 ⋅ 𝛾′2 = 𝛼2

1,

vol𝑇 3
2,1 = 𝑚∗

1 ⋅ 𝛾′2 = 𝛼1𝛼2
2.

Вычислим также вектор решетки для определения отклонения 𝛿2,0(𝑖, 𝑥0).

Из определения (2.3.23) считающих функций следует, что они удовлетво-

ряют тождеству

𝑟0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟1(𝑖, 𝑥0) + 𝑟2,0(𝑖, 𝑥0) + 𝑟2,1(𝑖, 𝑥0) = 𝑖 (2.3.68)

для любого 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . Объем области 𝑇 3
2,0 определим равенством

vol𝑇 3
0 + vol𝑇 3

1 + vol𝑇 3
2,0 + vol𝑇 3

2,1 = 1. (2.3.69)

Согласно (2.3.68) и (2.3.69), имеем

𝛿2,0(𝑖, 𝑥0) = −𝛿0(𝑖, 𝑥0)− 𝛿1(𝑖, 𝑥0)− 𝛿2,1(𝑖, 𝑥0)

или можем записать

𝛿2,0(𝑖, 𝑥0) = −𝑙
2∗
1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑙

2∗
2 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0)−𝑚∗

1 ⋅𝛿(𝑖, 𝑥0) = (−𝑙
2∗
1 −𝑙

2∗
2 −𝑚∗

1)⋅𝛿(𝑖).
(2.3.70)

Обозначим вектор

𝑙
2

0 = −𝑙
2∗
1 − 𝑙

2∗
2 −𝑚∗

1 = (0, 𝛼1 − 1, 1). (2.3.71)

Так как развертка 𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇
1 перекладывающаяся, можно записать

𝑥0 + 𝛿(𝑖, 𝑥0) ∈ 𝑇 2(𝑐)⊗2 𝑇
1.

Спроектировав это выражение на векторы двойственного базиса (2.3.65)

и (2.3.71), получим доказываемые неравенства (2.3.63). Неравенства (2.3.64)

доказываются аналогично.

Точность доказанных неравенств объясняется по аналогии с доказа-

тельством теоремы 2.4.
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2.4 Средние значения отклонений

2.4.1 Средние значения отклонений для

двумерного тора

Запишем суммарное векторное отклонение, как векторо-значную функ-

цию

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

△𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑗𝛼2) (2.4.1)

для 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

Из равенств (2.1.3) и (2.1.4) можем функцию (2.4.1) записать в виде

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑
0≤𝑗<𝑖

(𝛼2 + 𝑙(𝑥0 + 𝑗𝛼2)) = 𝑖𝛼2 +
∑
0≤𝑗<𝑖

𝑙(𝑥0 + 𝑗𝛼2),

то есть

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛼2 +
∑

0 ≤ 𝑗 < 𝑖

𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑗𝛼2)

1, (2.4.2)

или в другой форме

𝛿(𝑖, 𝑥0) = 𝑖𝛼2 + 𝑟1(𝑖, 𝑥0)𝑙1 + 𝑟2(𝑖, 𝑥0)𝑙2, (2.4.3)

Спроектировав выражение (2.4.3) на направления векторов 𝑙0 = (1, 1),

𝑙1 = (−1, 0) и 𝑙2 = (0,−1) получим

𝛿0(𝑖, 𝑥0) = 𝛿(𝑖, 𝑥0)𝑙0, (2.4.4)

где 𝛿(𝑖, 𝑥0)𝑙0 проекции вектора 𝛿(𝑖, 𝑥0) на направлениe, задаваемое век-

тором 𝑙0, и

𝛿𝑘′(𝑖, 𝑥0) = −𝛿(𝑖, 𝑥0)𝑙𝑘′ , (2.4.5)

где 𝛿(𝑖, 𝑥0)𝑙𝑘′ проекции вектора 𝛿(𝑖, 𝑥0) на направления, задаваемые век-

торами 𝑙𝑘′, в случае 𝑘′ = 1, 2.
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Определим среднее значение векторного отклонения

⟨𝛿(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿(𝑖, 𝑥0), (2.4.6)

если предел существует.

Относительно средних значений отклонений доказана следующая тео-

рема.

Теорема 2.9. Пусть задана развертка 𝑇 2(𝑐), разбитая на области 𝑇 2
𝑘′, 𝑘

′ =

0, 1, 2. Пусть дан сдвиг тора на вектор 𝛼2, и вектор 𝛼2 иррациональ-

ный, т. е. числа 𝛼1
1, 𝛼

2
2, 1 линейно независимы над ℤ.

1. Тогда существует среднее значение ⟨𝛿(𝑥0)⟩ (2.4.6) сумарного вектор-

ного отклонения 𝛿(𝑖), и оно вычисляется по формуле

⟨𝛿(𝑥0)⟩ = 𝐶𝑇 2(𝑐) − 𝑥0, (2.4.7)

где 𝐶𝑇 2(𝑐) = (1−𝑐1
2 , 1−𝑐2

2 ) —центр тяжести фигуры 𝑇 2(𝑐).

2. Также для любого 𝑘 = 0, 1, 2 существуют средние значения откло-

нений

⟨𝛿𝑘′(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿𝑘′(𝑖, 𝑥0),

и они соответственно равны

⟨𝛿0(𝑥0)⟩ = 1− 𝑐1+𝑐2
2 − 𝑥01 − 𝑥02,

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = 𝑥01 − 1−𝑐1
2 ,

⟨𝛿2(𝑥0)⟩ = 𝑥02 − 1−𝑐2
2 .

(2.4.8)

Доказательство. Из определения (2.1.3), формул (2.1.2)и (2.4.6) следует∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑

1≤𝑖≤𝑁

(𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑖𝛼2)− 𝐹𝑟(𝑥0)). (2.4.9)

84



Для доказательства (2.4.10) воспользуемся формулой (2.4.12) и критери-

ем Вейля

lim𝑁→+∞ 1
𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁 𝛿(𝑖, 𝑥0) = lim𝑁→+∞ 1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁(𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑖𝛼2)− 𝐹𝑟(𝑥0) =

=
∫

𝑇 2(𝑐)

𝑥𝑑𝑥− 𝑥0
∫

𝑇 2(𝑐)

𝑑𝑥 = 𝐶𝑇 2 − 𝑥0𝑠𝑇 2(𝑐),

где 𝑠𝑇 2(𝑐)–площадь развертки тора 𝑇 2(𝑐), и она равна 1. Таким образом

утверждение (2.4.10) доказано.

Для доказательства формулы (2.4.11) воспользуемся выражениями

(2.4.4), (2.4.5) и формулой (2.4.10).

Справедливо следующее следствие из теоремы 2.9.

Следствие 2.4. Если начальная точка 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥02) орбиты 𝑂𝑟𝑏𝑥0
(𝛼2)

расположена в центре тяжести 𝐶𝑇 2(𝑐) = (1−𝑐1
2 , 1−𝑐2

2 ), то

1. среднее суммарное векторное отклонение

⟨𝛿(𝑥0)⟩ = 0,

2.средние отклонения

⟨𝛿𝑘(𝑥0)⟩ = 0, 𝑘 = 0, 1, 2.

2.4.2 Средние значения отклонений для

трехмерного тора

Относительно средних значений отклонений в трехмерном случае до-

казана следующая теорема.

Теорема 2.10. Пусть дан сдвиг тора 𝕋3 на вектор 𝛾0. Пусть вектор

𝛾0 иррациональный.
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1. Тогда существует среднее значение ⟨𝛿(𝑥0)⟩ (2.4.6) суммарного век-

торного отклонения 𝛿(𝑖), и оно вычисляется по формуле

⟨𝛿(𝑥0)⟩ = 𝐶𝑇 1⊗0𝑇 2(𝑐) − 𝑥0, (2.4.10)

где 𝐶𝑇 1⊗0𝑇 2(𝑐) = (12 ,
1−𝑐1
2 , 1−𝑐2

2 ) — центр тяжести призмы 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐).

2. Также 𝑇 3
1 , 𝑇

3
0,𝑚,𝑚 = 0, 1, 2 существуют средние значения отклоне-

ний

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿1(𝑖, 𝑥0),

⟨𝛿0,1(𝑥0)⟩ = lim
𝑁→+∞

1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿0,1(𝑖, 𝑥0),

и они соответственно равны

⟨𝛿0,0(𝑥0)⟩ = 𝜎(𝑥) + 𝜎(𝑐)
2 − 3

2 ,

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = 1
2 − 𝑥01,

⟨𝛿0,1(𝑥0)⟩ = 1−𝑐1
2 − 𝑥02,

⟨𝛿0,2(𝑥0)⟩ = 1−𝑐2
2 𝑥03.

(2.4.11)

Доказательство. Из определения (2.1.3), формул (2.1.2)и (2.4.6) следует∑
1≤𝑖≤𝑁

𝛿(𝑖, 𝑥0) =
∑

1≤𝑖≤𝑁

(𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑖𝛾0)− 𝐹𝑟(𝑥0)). (2.4.12)

Для доказательства (2.4.10) воспользуемся формулой (2.4.12) и критери-

ем Вейля

lim𝑁→+∞ 1
𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁 𝛿(𝑖, 𝑥0) = lim𝑁→+∞ 1

𝑁

∑
1≤𝑖≤𝑁(𝐹𝑟(𝑥0 + 𝑖𝛾0)− 𝐹𝑟(𝑥0) =

=
∫

𝑇 1⊗0𝑇 2(𝑐)

𝑥𝑑𝑥− 𝑥0
∫

𝑇 1⊗0𝑇 2(𝑐)

𝑑𝑥 = 𝐶𝑇 1⊗0𝑇 2(𝑐) − 𝑥0 vol 𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐),

где vol𝑇 1 ⊗0 𝑇
2(𝑐) — объем развертки тора vol𝑇 1 ⊗0 𝑇

2(𝑐), и он равен 1.

Таким образом утверждение (2.4.10) доказано.

Для доказательства формулы (2.4.11) воспользуемся выражениями

(2.3.29), (2.3.32) и формулой (2.4.10).
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Справедливо следующее следствие из теоремы 2.10.

Следствие 2.5. Если начальная точка орбиты 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥02, 𝑥03) рас-

положена в центре тяжести 𝐶𝑇 2(𝑐) = (12 ,
1−𝑐1
2 , 1−𝑐2

2 ), то

1) среднее суммарное векторное отклонение

⟨𝛿(𝑥0)⟩ = 0;

2)средние отклонения выражаются формулами

⟨𝛿1(𝑥0)⟩ = 0, ⟨𝛿0,𝑚(𝑥0)⟩ = 0, 𝑚 = 0, 1, 2.

Аналогичным образом можно получить средние значения отклонений

для 1-произведения полуинтервала на шестиугольник и 0, 1, 2-произведений

шестиугольника и полуинтервала.

2.5 Оптимизация границ отклонений

Геометрическая интерпретация неравенств (2.3.16), (2.3.21) заключа-

ется в том, что границы отклонений определяются границами шести-

угольника 𝑇 2(𝑐), которые в свою очередь зависят от выбора параметра

𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) из области 𝐶. Для приложений необходимо, чтобы грани-

цы всех трех отклонений 𝛿𝑘(𝑖), 𝑘 = 0, 1, 2, были как можно меньше. Но

если уменьшать границы хотя бы одного из отклонений, то неминуемо

будут расширяться границы других отклонений, поэтому для оптимиза-

ции границ отклонений 𝛿𝑘(𝑖) необходим параметр, связывающий все три

отклонения. В связи с этим будем рассматривать отклонения 𝛿𝑘(𝑖) как

координаты трехмерного вектора 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), соответветственно

𝛿1(𝑖) = 𝑥1, 𝛿2(𝑖) = 𝑥2, 𝛿0(𝑖) = 𝑥3. (2.5.1)
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В качестве величины, связывающей все три отклонения, будем рас-

сматирвать метрику трехмерного пространства, которую зададим в виде

𝑑𝜃(𝑥) = (∣𝑥1∣𝜃 + ∣𝑥2∣𝜃 + ∣𝑥3∣𝜃) 1
𝜃 , (2.5.2)

где 1 ≤ 𝜃 ≤ ∞, a ∣ ⋅ ∣ обозначает абсолютную величину.

Наиболее интересными для приложений являются случаи 𝜃 = 1, 2,∞.

1. Если взять 𝜃 = 1, выражение (2.5.2)для метрики трехмерного про-

странства примет вид

𝑑1(𝑥) = ∣𝑥1∣+ ∣𝑥2∣+ ∣𝑥3∣. (2.5.3)

Эта метрика используется в кристаллографии при изучении роста кри-

сталлов.

2. При 𝜃 = 2, получим привычную нам евклидову метрику

𝑑2(𝑥) =
√
∣𝑥1∣2 + ∣𝑥2∣2 + ∣𝑥3∣2. (2.5.4)

3. При 𝜃 = ∞, получим

𝑑∞(𝑥) = max (∣𝑥1∣, ∣𝑥2∣, ∣𝑥3∣). (2.5.5)

Рассмотрим суммарное векторное отклонение

𝛿(𝑖) = 𝑖𝛼 + 𝑟1(𝑖)𝑙1 + 𝑟2(𝑖)𝑙2

для отклонений 𝛿𝑘(𝑖), 𝑘 = 0, 1, 2, определенное в [13], где 𝑙1, 𝑙2 — векто-

ры базиса квадратной решетки ℤ2, а 𝑟1(𝑖), 𝑟2(𝑖) — считающие функции,

определенные в (2.1.12).

Назовем

Δ𝜃(𝑐) = sup
𝑖∈ℕ

𝑑𝜃(𝛿(𝑖)) (2.5.6)
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верхней границей векторного отклонения 𝛿(𝑖) в метрике 𝑑𝜃(𝑥) при фик-

сированном 𝑐. Тогда

Δ𝜃 = inf
𝑐∈𝑋

Δ𝜃(𝑐) (2.5.7)

нижняя граница Δ𝜃(𝑐) по всем 𝑐 из некоторой области 𝑋.

Рассмотрим оптимизацию границ отклонений во всех трех метриках

(2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) для случая, когда развертка тора представляет

собой выпуклый шестиугольник (рисунок 1.3 a), то есть 𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛, где

𝐶𝑐𝑜𝑛 = {𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2; 𝑐𝑖 ≥ 0, 𝑐1 + 𝑐2 ≤ 1}. (2.5.8)

Для нижней границы Δ𝜃(𝑐) по всем 𝑐 из области 𝐶𝑐𝑜𝑛 справедлива

следующая теорема.

Теорема 2.11. Пусть отклонения 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 задают трехмерный

вектор 𝑥, и пусть его длина 𝑑𝜃(𝑥) определена в (2.5.2). Тогда, если

𝑐 ∈ 𝐶𝑐𝑜𝑛, где 𝐶𝑐𝑜𝑛 определена в (2.5.8), для Δ𝜃 справедливы следующие

равенства:

Δ1 = 2; (2.5.9)

Δ2 =

√
3

2
; (2.5.10)

Δ∞ = 1. (2.5.11)

где Δ𝜃 опрелены в (2.5.7). Равенства (2.5.9) и (2.5.11) достигаются при

𝑐1 + 𝑐2 = 1, равенство (2.5.10) — при 𝑐 = (12 ,
1
2).

Доказательство. Приведем общую схему доказательства для всех трех

равенств (2.5.9), (2.5.10), (2.5.11). Определим верхнюю границу Δ𝜃(𝑐),

определенную в (2.5.6), векторного отклонения 𝛿(𝑖), и, изменяя параметр

𝑐, постараемя сделать ее как можно меньше. Так как все три метрики
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(2.5.3), (2.5.4), (2.5.5) выпуклые, то для определения Δ𝜃(𝑐) достаточно

найти длины 𝑑(𝛿(𝑖)) векторного отклонения 𝛿(𝑖) для всех вершин шести-

угольника 𝑇 2(𝑐), а затем выбрать наибольшее значение.

Для 𝜃 = 1, получим набор значений, представленный в таблице 4.

Координаты вершины Значение 𝑑1(𝛿(𝑖))

1. (0, 0) 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) 2(1− 𝑐1)

3. (1, 0) 2

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 4− 2𝜎(𝑐)

5. (0, 1) 2

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) 2(1− 𝑐2)

Таблица 4.

Тогда Δ1(𝑐) = 4 − 2𝜎(𝑐), где 𝜎(𝑐) = 𝑐1 + 𝑐2, и при 𝑐1 + 𝑐2 = 1 получим

нижнюю границу Δ1 = 2. Равенство (2.5.9) доказано.

Для 𝜃 = 2, получим значения представленные в таблице 5.

Координаты вершины Значение 𝑑(𝛿(𝑖))

1. (0, 0) 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) (2(1− 2𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑐21 + 𝑐22))
1
2

3. (1, 0)
√
2

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) (2(3− 3𝑐1 − 3𝑐2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑐21 + 𝑐22))
1
2

5. (0, 1)
√
2

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) (2(1− 𝑐1 − 2𝑐2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑐21 + 𝑐22))
1
2

Таблица 5.
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Тогда Δ2(𝑐) = (2(3 − 3𝑐1 − 3𝑐2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑐21 + 𝑐22))
1
2 , и Δ2(

1
2 ,

1
2) =

√
3
2 . Ра-

венство (2.5.10) доказано.

В случае 𝜃 = ∞, получим

Координаты вершины Значение 𝑑∞(𝛿(𝑖))

1. (0, 0) 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) 1− 𝑐1

3. (1, 0) 1

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 2− 𝜎(𝑐)

5. (0, 1) 1

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) 1− 𝑐2

Таблица 6.

Тогда Δ∞(𝑐) = 2−𝜎(𝑐) = 2− 𝑐1− 𝑐2, и при 𝑐1+ 𝑐2 = 1 получим значение

нижней границы Δ∞ = 1. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь случай 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2. Доказана следующуая теорема.

Теорема 2.12. Пусть отклонения 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 задают трехмерный

вектор 𝑥, и пусть его длина 𝑑𝜃(𝑥) определена в (2.5.2). Тогда, если

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛2 (рисунок 1.2), для Δ𝜃 справедливы следующие равенства:

Δ1 = 2; (2.5.12)

Δ2 =
√
2; (2.5.13)

Δ∞ = 1. (2.5.14)

где Δ𝜃 опрелены в (2.5.7).
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 2.11. Все верхние

границы отклонений Δ𝜃(𝑐) такие же, как и в случае выпуклого шести-

угольника, единственное отличие заключается в том, что все нижние

значения Δ𝜃 достигаются в двух точках (1, 0) и (0, 1).

Более сложной является задача в случае 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1.

Теорема 2.13. Пусть отклонения 𝛿𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2 задают трехмерный

вектор 𝑥, и пусть его длина 𝑑𝜃(𝑥) определена в (2.5.2). Тогда, если

𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 (рисунок 1.2), для Δ𝜃 справедливы следующие равенства:

Δ1 = 2; (2.5.15)

Δ2 =

√
2

3
; (2.5.16)

Δ∞ = 1
2 , для 𝑐 ∈ 𝐶1 и 𝑐 ∈ 𝐶2;

Δ∞ = 2
3 , для 𝑐 ∈ 𝐶3.

(2.5.17)

где Δ𝜃 опрелены в (2.5.7).

Доказательство. Докажем равенство (2.5.15), для этого заполним таб-

лицу 7. Возможны несколько вариантов. Первый: 𝑐1 ≤ 1, 𝑐2 ≤ 1, — тогда

из таблицы 7 Δ1(𝑐) = 2 и Δ1 = 2. Второй: 𝑐1 ≥ 1, 𝑐2 < 1, 𝜎(𝑐) ≤ 2 или

𝑐1 < 1, 𝑐2 ≥ 1, 𝜎(𝑐) < 2, — тогда Δ1(𝑐) = 2𝑐1 и Δ1 = 2 при 𝑐1 = 1. Тре-

тий: 𝑐1 ≥ 1, 𝑐2 < 1, 𝜎(𝑐) ≥ 2 или 𝑐1 ≤ 1, 𝑐2 ≥ 1, 𝜎(𝑐) ≥ 2, — тогда какже

Δ1(𝑐) = 2𝑐1 и Δ1 = 2 при 𝑐1 = 1. Равенство (2.5.15) доказано.
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Координаты вершины Значение 𝑑1(𝛿(𝑖))

1. (0, 0) 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) 2𝑐2, если 𝑐1 < 1; 2𝜎(𝑐)− 2, если 𝑐1 ≥ 1

3. (1, 0) 2

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) 4− 2𝜎(𝑐), если

⎧⎨⎩ 𝑐1 ≤ 1,

𝑐2 ≤ 1;

0 если

⎧⎨⎩
𝑐1 ≥ 1,

𝑐2 < 1,

𝜎(𝑐) ≤ 2

или

⎧⎨⎩
𝑐1 < 1,

𝑐2 ≥ 1,

𝜎(𝑐) < 2;

2𝜎(𝑐)− 4, если

⎧⎨⎩
𝑐1 ≥ 1,

𝑐2 < 1,

𝜎(𝑐) ≥ 2

или

⎧⎨⎩
𝑐1 ≤ 1,

𝑐2 ≥ 1,

𝜎(𝑐) ≥ 2

5. (0, 1) 2

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) 2𝑐1, если 𝑐2 < 1; 2𝜎(𝑐)− 2, если 𝑐2 ≥ 1

Таблица 7.

Разделим область 𝐶𝑛𝑐𝑜𝑛1 на три области 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶2 для удобства

дальнейшик рассуждений (рисунок 2.1).

(0,1)

( , )1 0(0, )0

(0,2)

(2,0)

С1

С2

С3

Рис. 2.1.

Теперь, пользуясь результатами таблицы 5 для метрики 𝑑2, получим,
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что, если 𝑐1 + 2𝑐2 < 2 и 2𝑐1 + 𝑐2 < 2 (рисунок 2.2), то Δ2(𝑐) = (2(3 −
3𝑐1 − 3𝑐2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑐21 + 𝑐22))

1
2 и Δ2 =

√
2
3 в точке (23 ,

2
3). В этой же точке

достигаются нижние границы Δ2(𝑐) для двух других случаев.

Если 𝑐1+2𝑐2 > 2 и 𝑐2 > 𝑐1 то Δ2(𝑐) = (2(1−2𝑐1−𝑐2+𝑐1𝑐2+𝑐21+𝑐22))
1
2 и

Δ2 =
√

2
3 . Если же 2𝑐1+𝑐2 > 2 и 𝑐1 > 𝑐2 то Δ2(𝑐) = (2(1−𝑐1−2𝑐2+𝑐1𝑐2+

𝑐21+𝑐22))
1
2 и Δ2 =

√
2
3 . Таким образом выражение (2.5.16) также доказано.

Осталось доказать равенство (2.5.17). Составим для этого новую таб-

лицу

Координаты вершины Значение ∣𝑥1∣ Значение ∣𝑥2∣ Значение ∣𝑥3∣
1. (0, 0) 0 0 0

2. (1− 𝑐1,−𝑐2) ∣1− 𝑐1∣ ∣ − 𝑐2∣ ∣𝜎(𝑐)− 1∣
3. (1, 0) 1 0 1

4. (1− 𝑐1, 1− 𝑐2) ∣1− 𝑐1∣ ∣1− 𝑐2∣ ∣𝜎(𝑐)− 2∣
5. (0, 1) 0 1 1

6. (−𝑐1, 1− 𝑐2) ∣ − 𝑐1∣ ∣1− 𝑐2∣ ∣𝜎(𝑐)− 1∣
Таблица 8.

Чтобы найти верхнее значение Δ∞(𝑐), достаточно сравнить значения

в таблице 8. Рассмотрим пункт 2 таблицы 8, возможны 2 варианта:

1) 𝑐1 > 1, ∣1− 𝑐1∣ = 𝑐1 − 1, ∣ − 𝑐2∣ = 𝑐2, ∣𝑐1 + 𝑐2 − 1∣ = 𝑐1 + 𝑐2 − 1 — это

соответствует области 𝐶1 на рисунке 2.1. В этой области максимальной

является функция 𝑐1 + 𝑐2 − 1.

2) 𝑐1 < 1, ∣1 − 𝑐1∣ = 1 − 𝑐1, ∣ − 𝑐2∣ = 𝑐2, ∣𝑐1 + 𝑐2 − 1∣ = 𝑐1 + 𝑐2 − 1

— это соответствует областям 𝐶2 и 𝐶3 на рисунок 2.1. В этой области
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(0,1)

(  ,  )1 0(0,  )0

- 1.

- 2.

- 3.

(0,2)

(2,  )0 с +2с =21 2
2с +с =21 2

Рис. 2.2.

максимальной является функция 𝑐2.

Для пункта 6 проведем аналогичные рассуждения:

1) 𝑐2 > 1, ∣ − 𝑐1∣ = 𝑐1, ∣1− 𝑐2∣ = 𝑐2 − 1, ∣𝑐1 + 𝑐2 − 1∣ = 𝑐1 + 𝑐2 − 1 — это

соответствует области 𝐶2 на рисунке 2.1. В этой области максимальной

является функция 𝑐1 + 𝑐2 − 1.

2) 𝑐2 < 1, ∣ − 𝑐1∣ = 𝑐1, ∣ − 𝑐2∣ = 1 − 𝑐2, ∣𝑐1 + 𝑐2 − 1∣ = 𝑐1 + 𝑐2 − 1 —

это соответствует областям 𝐶1 и 𝐶3 на рисунке 2.1. В этой области мак-

симальной является функция 𝑐2. Учитывая, что выше прямой 𝑐1 = 𝑐2

больше функция 𝑐2, а ниже 𝑐1, разделим область 𝐶3 прямой 𝑐1 = 𝑐2.

Теперь рассмотрим пункт 4 таблицы 8, получим варианты, описан-

ные в таблице 9. Сравнивая выражения, найденные для пунктов 2,4 и 6

таблицы 8, получим следующие результаты (рисунок 2.3).

Для области 𝐶11 Δ∞(𝑐) = 𝑐1 + 𝑐2 − 1, и Δ∞ = 1
2 достигается в точке

(1, 12). Для области 𝐶12 Δ∞(𝑐) = 1 − 𝑐2, и Δ∞ = 1
2 достигается также в

точке (1, 12). Для области 𝐶21 Δ∞(𝑐) = 𝑐1 + 𝑐2 − 1 и Δ∞ = 1
2 достигается
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в точке (12 , 1). Для области 𝐶22 Δ∞(𝑐) = 1 − 𝑐1 и Δ∞ = 1
2 достигается

в точке (12 , 1). Для области 𝐶31 Δ∞(𝑐) = 𝑐1, и ее Δ∞ = 2
3 достигается в

точке (23 ,
2
3). Для области 𝐶32 Δ∞(𝑐) = 𝑐2, и Δ∞ = 2

3 достигается в точке

(23 ,
2
3).

Значение ∣𝑥1∣ Значение ∣𝑥2∣ Значение ∣𝑥3∣ Максимальное

значение

1. 𝑐1 > 1, 𝑐1 − 1 𝑐2 < 1, 1− 𝑐2 𝜎(𝑐) > 2, 𝜎(𝑐)− 2 𝑐1 − 1

2. 𝑐1 > 1, 𝑐1 − 1 𝑐2 < 1, 1− 𝑐2 𝜎(𝑐) < 2, 2− 𝜎(𝑐) 1− 𝑐2

3. 𝑐1 < 1, 1− 𝑐1 𝑐2 > 1, 𝑐2 − 1 𝜎(𝑐) > 2, 𝜎(𝑐)− 2 𝑐2 − 1

4. 𝑐1 < 1, 1− 𝑐1 𝑐2 > 1, 𝑐2 − 1 𝜎(𝑐) < 2, 2− 𝜎(𝑐) 1− 𝑐1

5. 𝑐1 < 1, 1− 𝑐1 𝑐2 < 1, 1− 𝑐2 2− 𝜎(𝑐) 2− 𝜎(𝑐)

Таблица 9.

(0,1)

(  ,  )1 0(0,  )0

(0,2)

(2,0)

- С11

- С21

- С12

- С22

- С31

(1,1)

- С32

- С33

Рис. 2.3.

Для области 𝐶33 Δ∞(𝑐) = 2− (𝑐1 + 𝑐2), и ее Δ∞ = 2
3 в точке (23 ,

2
3).

Таким образом, действительно для областей 𝐶1 = 𝐶11 ∪ 𝐶12 ∪ 𝐶13 и

𝐶2 = 𝐶21∪𝐶22∪𝐶23 получили Δ∞ = 1
2 и для области 𝐶3 = 𝐶31∪𝐶32∪𝐶33

Δ∞ = 2
3 . Теорема доказана.
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Заключение

Поставленные в диссертации задачи были полностью решены авто-

ром. Построены параметрические множества ограничененного остатка

на двумерном и трехмерном торах. Найдены точные оценки остаточных

членов и доказано многомерное обобщение теоремы Гекке для этих мно-

жеств, определены средние значения отклонений, а в думерном случае

построена еще и оптимизация границ отклонений. Но исследование мно-

гомерных множеств ограниченного остатка на этом не заканчивается, в

частности существует ряд вопросов, представляющих интерес и близких

к данному исследованию.

— Построение трехмерных множеств ограниченного остатка с исполь-

зованием пространства параметров, как в случае построения мно-

жеств ограниченного остатка на основе гексагональных разверток

тора.

— Оптимизация границ отклонений для трехмерных множеств огра-

ниченного остака, построенных на основе гексагональной призмы

Е. С. Федорова и построенных методом, описанным в предыдущем

пункте.

— Нахождение точных границ отклонений для двумерных и трехмер-

ных множеств ограниченного остатка в случае сдвига тора на вектор

𝛽𝐷 = 1
ℎ(𝛼

𝐷 + 𝑙), 𝐷 = 1, 2.
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— Построение описанными методами множеств ограниченного остатка

размерности 4 и выше и изучение их свойств.

В ближайшее время автор планирует заняться изучением этих вопро-

сов.
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