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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü
Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü

âûäåëåí ìàëûé èëè áîëüøîé ïàðàìåòð, â ñâÿçè ñ ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýòèõ
ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè äèíàìè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè óðàâíåíèé òàêîãî òèïà î÷åâèäíûì îáðàçîì
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Àâòîìîäåëüíûå öèêëû ÿâëÿþòñÿ âàæíûì êëàñ-
ñîì ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ñ îäíîé ñòîðîíû îíè èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû îá èõ ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷è-
âîñòè, ñ äðóãîé ñòîðîíû îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îáùåãî âèäà, ÷òî ïîçâîëÿåò
îòâåòèòü íà ðÿä âîïðîñîâ î äèíàìèêå óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, ðåøåíèÿ â âèäå àâ-
òîìîäåëüíûõ öèêëîâ âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàþò íåêîòîðûå âîëíîâûå ïðîöåññû.
Ìîäåëè, ðàññìîòðåííûå â äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ îïòîýëåêòðîíè-
êè [60,64,74,79], ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè [30,46], ïðè îïèñàíèè ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ
âîëíîâûõ ïàêåòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû [32,36,41], òóðáóëåíòíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå
â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè è òåîðèè ñâåðõòåêó÷åñòè [36,38,39,56,59,65,68]. Áîëåå
òîãî, óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è Ñòþàðòà-Ëàíäàó ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ìîäå-
ëÿìè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è óðàâíåíèé
ñ çàïàçäûâàíèåì [1, 4, 10, 12, 20, 22, 23, 25, 26, 28, 31, 33, 41], ïîýòîìó ïðè âûïîëíå-
íèè ðÿäà óñëîâèé èõ óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû óñòîé÷èâûå
ðåøåíèÿ èñõîäíûõ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷.
Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå, àñèìïòîòèêà è óñòîé÷èâîñòü îïðå-

äåëåííîãî âèäà ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ñ ðàñïðåäåëåííû-
ìè ïàðàìåòðàìè. Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçáèòû íà äâà êëàññà: ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ c ìàëîé äèôôóçèåé (ïðåäñòàâèòåëåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó)
è óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì (ïðåäñòàâèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå
Ñòþàðòà-Ëàíäàó, ìîäåëü FDML ëàçåðà è ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè).
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè. Â óðàâíåíèè
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñèíãóëÿðíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì. Òåì ñàìûì â âûðîæäåííîì ñëó÷àå � ïðè íóëåâîì êî-
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ýôôèöèåíòå äèôôóçèè � ìåíÿåòñÿ òèï óðàâíåíèÿ: îò ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ïðèõîäèì ó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Â ìîäåëÿõ ñ ïî-
ñëåäåéñòâèåì ñèíãóëÿðíîñòü îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì áîëüøîãî çàïàçäûâàíèÿ. Ïðè
íîðìèðîâêå âðåìåíè çàïàçäûâàíèå ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûì åäèíèöå, íî âîçíèêà-
åò ìàëûé ìíîæèòåëü ïðè ïðîèçâîäíûõ. È çäåñü ïðè ðàññìîòðåíèè âûðîæäåííîé
çàäà÷è ìåíÿåòñÿ òèï óðàâíåíèÿ: îò óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì ïðèõîäèì ê ðàç-
íîñòíîìó óðàâíåíèþ. Ìîæíî åùå ïðèâåñòè âàæíûé àðãóìåíò, îáúåäèíÿþùèé âñå
ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèè çàäà÷è. Ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ â óðàâíå-
íèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó ìîæíî ïðîíîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ñòàëà ðàâíà åäèíèöå. Òîãäà 2π-ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå
óñëîâèÿ ïåðåïèøóòñÿ â ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêè áîëü-
øèì çíà÷åíèåì ïåðèîäà, òî åñòü â ýòîì ñìûñëå èìååì çàäà÷ó ñ áîëüøîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì òîæå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü
êàê çàäà÷ó ñ àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (ðàâíîé çíà÷åíèþ
çàïàçäûâàíèÿ). Îáùèì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ äëÿ âñåõ ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ àâ-

òîìîäåëüíûå öèêëû, òî åñòü ðåøåíèÿ âèäà

R(x) exp(iΛt),

ãäå R(x) = R exp(ikx) äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, R(x) ≡ R äëÿ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, R � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, Λ � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, k � öåëîå ÷èñëî.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ìîäåëÿõ, èçó÷àåìûõ â äàííîé ðàáîòå.
Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó
Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè áîëüøîãî êëàññà íåëè-

íåéíûõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé â ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ [1, 5, 32,
36, 38, 39, 56�59, 65, 66, 68] è ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì äëÿ øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ [77]. Îíî èìååò âèä [5, 66]

∂u

∂t
= (1− (1 + ib)|u|2)u+ (1 + id)

∂2u

∂x2
. (1)

Çäåñü u(t, x) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, îáû÷íî ïîíèìàåìàÿ êàê àìïëèòóäà èëè îãè-
áàþùàÿ, äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû b è d õàðàêòåðèçóþò ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ
äèñïåðñèþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó âîçíèêàåò ïðè èññëåäî-
âàíèè ëîêàëüíîé äèíàìèêè øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì [4, 10,
12, 24, 25, 29, 31] è ïîÿâëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ïðè çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì, â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíîãî ðåæèìà. ×èñëåííîå è ÷àñòè÷íî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ çà-
äà÷ äàíî â ñòàòüÿõ [7�9,11,13]. Äèíàìèêà óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó èçó÷àëàñü
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â ðàáîòàõ [7,8,27,28]. Â ñòàòüå [10] ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íàéäåíî áîëüøîå ÷èñëî
ñîñóùåñòâóþùèõ óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðåæèìîâ â ìîäåëè,
áëèçêîé ê óðàâíåíèþ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçó÷åíî óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé

∂u

∂t
= (1− (1 + ib)|u|2)u+ ε2(1 + id)

∂2u

∂x2

(ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ε ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ε � 1) è ïå-
ðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x).

Äëÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïîêàçàíî ñîñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîãî
÷èñëà óñòîé÷èâûõ áåãóùèõ âîëí, òî åñòü ðåøåíèé âèäà u = Rk exp(i(ωkt + kx)),
ãäå Rk, ωk, � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, Rk > 0, k � íîìåð áåãóùåé âîëíû.
Óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó
Óðàâíåíèå Ñòþàðòà�Ëàíäàó ñ çàïàçäûâàíèåì èìååò âèä

u̇ = (1− (1− ic)|u|2)u+ γeiϕ(u(t− T )− u). (2)

Çäåñü âñå ïàðàìåòðû äåéñòâèòåëüíûå, âåëè÷èíû γ è T ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ.

Ýòî óðàâíåíèå ìîäåëèðóåò ïðîñòåéøèé îñöèëëÿòîð ñ çàïàçäûâàþùåé îáðàò-
íîé ñâÿçüþ [3, 37, 43, 44]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ ñòàòüÿõ íà ïðèìåðå äàííîé ìîäåëè
èçó÷àëîñü óïðàâëåíèå óñòîé÷èâîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò óðàâíåíèÿ

u̇ = (1− (1− ic)|u|2)u

ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â óðàâíåíèå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè γeiϕ(u(t − T ) − u)
c âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ T , ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå ïåðèîäà ðåøåíèÿ. Â
ñòàòüå [22] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó ìîæåò âîçíèêàòü ïðè àíàëè-
çå ëîêàëüíîé äèíàìèêè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè.
Äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå áîëüøîãî çíà÷åíèÿ γ è ϕ = 0 èçó÷àëàñü â ðàáî-
òå [21]. Ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè àâòîìîäåëüíîãî öèêëà èññëåäîâàëàñü
â ðàáîòå [6]. Âëèÿíèå âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé èçó÷àëîñü â
ðàáîòàõ [69,70]. Òàêæå ðÿä ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ î äèíàìèêå óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-
Ëàíäàó áûë ïîëó÷åí â ñòàòüÿõ [67,81,83].

Â ïàðàãðàôå 1.2 èçó÷åíî óðàâíåíèå (2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåëè÷èíà çàïàç-
äûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé (T � 1). Äëÿ äàííîé ìîäåëè íàéäåíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî åñòü
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ðåøåíèé âèäà u = R exp(iΛt), ãäå R è Λ � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû è R > 0.
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè äàííûõ ðåøåíèé.
Â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âûäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.
Ìîäåëü FDML ëàçåðà
Â ðàáîòå [74] Âëàäèìèðîâûì À. Ã. ñ ñîàâòîðàìè äëÿ îïèñàíèÿ ëàçåðà ñ

”
ñèí-

õðîíèçàöèåé ìîä â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå“ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòà
àááðåâèàòóðà FDML, ÷òî îçíà÷àåò Fourier Domain Mode Locking [50, 52,53]) ïðåä-
ëîæåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ȧ+ A− i∆(t)A =
√
κe(1−iα)G(t−T )/2A(t− T ),

Ġ = γ(g0 −G− (eG − 1)|A|2). (3)

Çäåñü A(t) � àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âõîäå â ïîëóïðîâîäíèêîâûé îï-
òè÷åñêèé óñèëèòåëü, à êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íàñûùàþùåãîñÿ óñèëåíèÿ G(t). Îòñòðîéêó öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíîãî
ôèëüòðà îò öåíòðà ëèíèè óñèëåíèÿ àêòèâíîé ñðåäû îïðåäåëÿåò ∆(t), κ � êî-
ýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, îïèñûâàþùèé ëèíåéíûå íåðåçîíàíñíûå ïîòåðè çà îáõîä
ðåçîíàòîðà, α � ôàêòîð óøèðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ëàçåðà, g0 � ïàðàìåòð
ëèíåéíîãî íåíàñûùåííîãî ïîãëîùåíèÿ, γ � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè
óñèëåíèÿ â ïîëóïðîâîäíèêîâîì îïòè÷åñêîì óñèëèòåëå. Áåçðàçìåðíîå âðåìÿ çàïàç-
äûâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì T � 1. Äðóãèå ëàçåðíûå ìîäåëè
ñ çàõâàòîì ìîä îïèñàíû â ðàáîòàõ [52, 53, 78�80]. Â ðàáîòå [74] îïèñàíà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà FDML ëàçåðà, ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííîé
óñòàíîâêè â âèäå ñèñòåìû (3), ïîêàçàíà õîðîøàÿ ñîãëàñîâàííîñòü ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïàðàãðàôå 2.1 íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìîòðåíà ïðåäëîæåííàÿ À. Ã. Âëàäè-
ìèðîâûì áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü ëàçåðà ñ

”
ñèíõðîíèçàöèåé ìîä â ÷àñòîòíîì äèà-

ïàçîíå“ â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåé îò âðåìåíè îòñòðîéêè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ñïåê-
òðàëüíîãî ôèëüòðà. Äàííàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíà èç (3) çàìåíîé eG − 1 íà G:

Ȧ+ A− i∆A =
√
κe(1−iα)G(t−T )/2A(t− T ),

Ġ = γ(g0 −G−G|A|2).
(4)

Êëþ÷åâûì ïðåäïîëîæåíèåì äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ îáõîäà
ðåçîíàòîðà T äîñòàòî÷íî áîëüøîå (T � 1). Äëÿ ìîäåëè (4) íàéäåíû óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí, òî åñòü ðåøåíèé âèäà A = R exp(iΛt),
G = G0, ãäå R è G0 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à Λ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ
öèêëîâ äëÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî èç ìîäåëè (4). Â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âûäå-
ëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ìîäåëü Ëýíãà-Êîáàÿøè
Â ðàáîòå [60] Ëýíãîì è Êîáàÿøè ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ëàçåðà

Ė = 1
2v(1 + iα)(y − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− T ),

ẏ = q − y − y|E|2. (5)

Çäåñü E(t) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ, y(t) � èíâåðñèÿ íîñèòåëåé, v � ñêî-
ðîñòü çàòóõàíèÿ ôîòîíîâ â ðåçîíàòîðå, q � ñêîðîñòü íàêà÷êè, α � êîýôôèöèåíò
óøèðåíèÿ ëèíèè, îòâåòñòâåííûé çà íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àìïëèòó-
äîé è ôàçîé ïîëÿ, T � âðåìÿ ïðîõîäà ïî âíåøíåìó ðåçîíàòîðó, ϕ = Tω0, ω0 �
÷àñòîòà ãåíåðàöèè óåäèíåííîãî ëàçåðà (áåç âíåøíåé îáðàòíîé ñâÿçè), γ0 � êîýô-
ôèöèåíò îáðàòíîé ñâÿçè, ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíòó îòðàæåíèÿ èçëó÷åíèÿ
îò âíåøíåãî çåðêàëà.

Ýòà ñèñòåìà äàâíî óæå ñòàëà êëàññè÷åñêîé è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè
îïèñàíèè äèíàìèêè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ëàçåðîâ [14, 42, 45, 47�49, 51, 61�64, 71�73,
75, 76, 84]. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà ðåøåíèé ìîäåëè Ëýíãà-
Êîáàÿøè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
áûëè îáíàðóæåíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê õàîñó [45,64,71�73,76,84], àíà-
ëèòè÷åñêè îïèñàí òèï ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåæèìó áèåíèé äâóõ ìîä âíåø-
íåãî ðåçîíàòîðà [42, 75], äîêàçàíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ìîäà (ñ ìàêñèìàëü-
íîé èíòåíñèâíîñòüþ) âñåãäà îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé [61], ïîñòðîåíû êîíòèíóàëüíûå
ñåìåéñòâà óðàâíåíèé, èãðàþùèõ ðîëü íîðìàëüíûõ ôîðì, â îêðåñòíîñòè áèôóð-
êàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ [14], íàéäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð ñîñóùåñòâîâàíèÿ
áîëåå äåñÿòè àòòðàêòîðîâ (öèêëîâ è òîðîâ) [63].

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìîòðåíà ìîäåëü (5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âðåìÿ çàïàçäû-
âàíèÿ T ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì (T � 1). Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí, òî åñòü ðåøåíèé âèäà E = R exp(iΛt), y = Y ,
ãäå R è Y � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à Λ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàéäå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç äàííîé ìîäåëè. Â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âûäåëåíû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.
Öåëè è çàäà÷è
Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ,

ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ
ðÿäà àêòóàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ áîëüøîé êëàññ íåëèíåé-
íûõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé â ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Ðàññìàòðèâà-
ëèñü òàêèå ìîäåëè, êàê óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó,
ìîäåëü FDML ëàçåðà, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé áûëè âûäåëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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1. Íàõîæäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ. Ïî-
ñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé.

2. Ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè îòäåëüíûõ
ðåøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

3. Âûäåëåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâàõ, çàäàþùèõ óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì.
1. Îïèñàíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà áåãóùèõ âîëí è íàéäåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äàííîãî âèäà â óðàâíåíèè
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé è ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Ïîêàçàíî, ÷òî ìîæåò ñîñóùåñòâîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ
áåãóùèõ âîëí.

2. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì âûÿñíèëîñü, ÷òî èçó÷àåìûå ðåøåíèÿ ðàçðûâíî çàâèñÿò
îò áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Â àñèìïòîòèêó ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó âõîäÿò êî-
ýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ôàçîâîãî ñäâèãà, êîòîðûé ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç èçìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [0, 2π]. Äàííûé âèä ðåøåíèé ïîç-
âîëÿåò îïèñàòü ñåìåéñòâî èç àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà ñîñóùåñòâóþùèõ àâ-
òîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå êðèâûå,
îïðåäåëÿþùèå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé èñêîìîãî âèäà.

3. Èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì çà-
ïàçäûâàíèåì. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè äàí-
íûõ ðåøåíèé. Íà ïîñòðîåííûõ êðèâûõ âûäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçà-
íî, ÷òî õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ãèïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòè (òî åñòü ñîñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ïðè
ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ).

Íà çàùèòó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîëî-
æåíèÿ è ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñïåöèàëü-
íûõ ñåìåéñòâ áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé è
ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

2. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì â îáëàñòè ïà-
ðàìåòðîâ ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå êðèâûå, çàäàþùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñå-
ìåéñòâà ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Íà ýòèõ êðèâûõ âûäåëåíû îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äàííûõ
ðåøåíèé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðîñòåé-
øèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

3. Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ
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âîëí äëÿ ìîäåëè ëàçåðà ñ
”
ñèíõðîíèçàöèåé ìîä â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå“ ñ áîëü-

øèì âðåìåíåì îáõîäà ðåçîíàòîðà. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç äàííîé ìî-
äåëè.

4. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí äëÿ ìîäåëè
ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ áîëüøèì âðåìåíåì îáõîäà ðåçîíàòîðà. Ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç äàííîé ìîäåëè.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ èçó÷àåìûõ ìîäåëÿõ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ ÿâëåíèå ãèïåð-
ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Äèññåðòàöèÿ â ñâîåé îñíîâå íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, íî äëÿ ðÿäà ïðåä-

ëîæåííûõ â íåé ìîäåëåé, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ìîäåëè FDML
ëàçåðà, ñèñòåìû Ëýíãà-Êîáàÿøè, ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.
Ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ñåìåéñòâà ðåøåíèé ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü èõ ñâîéñòâà
ïðè àíàëèçå øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé.
Èçëîæåííàÿ â äèññåðòàöèè ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ êâàçèïîëèíîìîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäåëÿì ëàçåðíîé äèíàìèêè, ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ðàáîòû îïòîýëåêòðîííûõ ñè-
ñòåì.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Ñðåäè àíàëè-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ êëþ÷åâîå çíà÷åíèå èìåþò ìåòîäû ìàëîãî ïàðàìåòðà, ìåòîä
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â òåêñòå äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ

êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàìàðà, 2011 ã.), XVI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ-
øêîëà ¾Foundations and Advances in Nonlinear Science¿ (Ìèíñê, 2012 ã.), ìåæäóíà-
ðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Science and Progress¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012
ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Dynamics, Bifurcations and Strange Attractors¿,
ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Ë.Ï. Øèëüíèêîâà (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2013 ã.), ìåæäóíàðîä-
íàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü,
2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Science and Progress¿ (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è åå ïðè-
ëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ïîëÿ Ïåíëåâå (ßðîñëàâëü,
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2013 ã.), X ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ è
îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð¿ (Ñàðàòîâ, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëè-
íåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 210-
ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî óíèâåðñèòåòà (ßðîñëàâëü, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíûé íàó÷-
íûé ñåìèíàð ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (Ìîñêâà, 2014 ã.),
íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ-2015 (Ìîñêâà, 2015 ã.), ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð
¾Nonlinear Photonics: Theory, Materials, Applications¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2015 ã.).

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 20 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 6 ñòàòåé â æóðíàëàõ
èç ñïèñêà ÂÀÊ [16�19,54,55].
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Ãëàâà 1

Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü

àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ â ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûõ óðàâíåíèÿõ

Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è Ñòþàðòà-Ëàíäàó

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè àâòî-
ìîäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ äâóõ ðàñïðåäåëåííûõ ìîäåëåé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç îäíîãî è
òîãî æå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u̇ = (1− (1 + ib)|u|2)u.

Â ïåðâîì ñëó÷àå u çàâèñèò åùå è îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, ïî íåé âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

u(t, x) ≡ u(t, x+ 2π).

Ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå ε2(1 + id)∂
2u
∂x2 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåííîå ïî ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèå. Êëþ÷åâûì ïðåäïîëîæåíè-
åì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïàðàìåòð ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûé (ε� 1), ïîýòîìó ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå ïî âðåìåíè, êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñëàãàåìîãî γeiϕ(u(t−T )−u). Çäåñü
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ T > 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
(T � 1). Â ïàðàãðàôå 1.1 áóäóò èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì ïðè
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, à â ïàðàãðàôå 1.2 áóäóò ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâà-
íèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â óðàâíåíèè ñ áîëüøèì
çàïàçäûâàíèåì.
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1.1 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëí â

óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé

1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé

u̇ = (1− (1 + ib)|u|2)u+ ε2(1 + id)u′′ (1)

è ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (2)

Çäåñü u � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð,
òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî t, à øòðèõîì � ïî x. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè ε2k2 < 1 èìååò íàáîð
ðåøåíèé âèäà áåãóùèõ âîëí: uk = ρke

iωkt+ikx, ãäå

ρk =
√

1− ε2k2, ωk = −b(1− ε2k2)− ε2dk2,

k � öåëîå. Ïîñòàâèì çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëí ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå W 2

2 (0, 2π) [15, 40].

1.1.2 Óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëí

Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàáîòàåò òåîðåìà Ëÿïó-
íîâà îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ [15, 34], ïîýòîìó áóäåì
èññëåäîâàòü ëèíåàðèçîâàííóþ íà áåãóùåé âîëíå êðàåâóþ çàäà÷ó.

Äëÿ óäîáñòâà èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ðåøåíèé, â óðàâíåíèè (1) ñäå-
ëàåì çàìåíó u = uk(1 + v), ãäå v = v1 + iv2. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà uk ïîëó÷èì
êðàåâóþ çàäà÷ó íà v1 è v2:

iωk(1 + v1 + iv2) + v̇1 + iv̇2 = (1 + v1 + iv2)[1− (1 + ib)ρ2
k(1 + 2v1+

+v2
1 + v2

2)] + ε2(1 + id)[−k2(1 + v1 + iv2) + 2ik(v′1 + iv′2) + v′′1 + iv′′2 ],
v1(t, x+ 2π) ≡ v1(t, x), v2(t, x+ 2π) ≡ v2(t, x).

(3)

Óñòîé÷èâîñòü uk â ñèñòåìå (1), (2) ýêâèâàëåíòíà óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
â çàäà÷å (3). Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3),
ëèíåàðèçóåì åå â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Âûäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè,
ïîëó÷èì çàäà÷ó

v̇1 = −2(1− ε2k2)v1 − 2ε2dkv′1 + ε2v′′1 − 2ε2kv′2 − ε2dv′′2 ,
v̇2 = −2b(1− ε2k2)v1 + 2ε2kv′1 + ε2dv′′1 − 2ε2dkv′2 + ε2v′′2 ,
v1(t, x+ 2π) ≡ v1(t, x), v2(t, x+ 2π) ≡ v2(t, x).

(4)
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Áëàãîäàðÿ âûïîëíåííîé çàìåíå ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà (4) àâòîíîìíà. Ïîýòîìó
áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) â âèäå ðåøåíèé Ýéëåðà v1(t, x) = eλtv10(x),
v2(t, x) = eλtv20(x). Òàê êàê v10 è v20 ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè è äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, òî îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ê íèì
ðÿäîâ Ôóðüå: v10 =

∑∞
n=−∞ pne

inx, v20 =
∑∞

n=−∞ qne
inx.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = λ(n) è íà ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè
(pn, qn)

T :

A

(
pn
qn

)
= λ

(
pn
qn

)
,

ãäå

A =

(
−2ε2dkin− ε2n2 − 2(1− ε2k2) −2ε2kin+ ε2dn2

+2ε2kin− ε2dn2 − 2b(1− ε2k2) −2ε2dkin− ε2n2

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ (ïðè êàæäîì
öåëîì n èìååì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì):

λ2 + 2λ(2ε2dkin+ ε2n2 + 1− ε2k2) + (d2 + 1)ε2n2(ε2n2 − 4ε2k2)+
+2(1− ε2k2)((bd+ 1)ε2n2 + 2(d− b)ε2kni) = 0.

(5)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìû èçó÷àåì óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(1), (2), óðàâíåíèå (5) èìååò êîðåíü λ = 0 ïðè n = 0. Ïîýòîìó ðå÷ü ïîéäåò îá
ýêñïîíåíöèàëüíîé îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ êàæäîãî íîìåðà âîëíû k áóäåì èññëåäîâàòü ðàñïîëîæåíèå êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ (5) ïðè âñåõ öåëûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ n. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ
íåíóëåâûõ n âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5) ëåæàò â ëåâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü óñòîé÷èâîñòü k-îé âîëíû, åñëè æå ïðè êàêîì-
íèáóäü öåëîì n íàéäåòñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ (5) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî k-àÿ
âîëíà íåóñòîé÷èâà.

Èçó÷åíèå ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ íîìåðîâ âîëí. Ñäåëàåì çàìåíó

z = εk, òîãäà â ñèëó äåéñòâèòåëüíîñòè ρk èìååì z ∈ (−1, 1). Ïóñòü z � ïðîèçâîëü-
íîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (−1, 1), òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðèíèìàåò
âèä

λ2 + 2λ[2εdinz + 1− z2 + ε2n2] + 2(1− z2)[(bd+ 1)ε2n2 + 2(d− b)εniz]+
+(d2 + 1)ε2n2(ε2n2 − 4z2) = 0.

(6)
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Êîðíè óðàâíåíèÿ (6) çàâèñÿò îò ε ðåãóëÿðíî. Èññëåäóåì èõ ðàñïîëîæåíèå. Ïðè
ε = 0 è ëþáîì n åñòü êîðåíü λ = 0, ïîýòîìó ïðè íåíóëåâûõ ε ðàçëîæèì êîðåíü
λ = λ(ε) (λ(0) = 0) ïî ñòåïåíÿì ε : λ = ελ1 + ε2λ2 + O(ε3), ãäå λ1 è λ2 �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6) ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Èç âû-
ðàæåíèÿ ïðè ε1 íàéäåì çíà÷åíèå λ1:

λ1 = 2(b− d)niz. (7)

Ïîëüçóÿñü (7), èç âûðàæåíèÿ ïðè ε2 íàéäåì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü λ2 :

Reλ2 = −(bd+ 1)n2 +
2z2(b2 + 1)n2

1− z2
.

Ïðè óñëîâèè bd + 1 < 0 ïðè ëþáîì z èç èíòåðâàëà (−1, 1) âåëè÷èíà Reλ2 áóäåò
ïîëîæèòåëüíîé. Åñëè æå bd + 1 > 0, òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü λ2 áóäåò ïîëîæè-
òåëüíîé ïðè √

bd+ 1

2b2 + bd+ 3
= z2 < |z| < 1.

Íèæå ÷åðåç δ áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ
âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî bd + 1 < 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

çíà÷åíèå δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) âñå áåãóùèå
âîëíû uk ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−ε−1 + δ, ε−1 − δ) íåóñòîé÷èâû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî bd + 1 > 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

çíà÷åíèå δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) âñå áåãóùèå
âîëíû uk ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−ε−1 + δ,−z2ε

−1− δ)∪ (z2ε
−1 + δ, ε−1− δ)

íåóñòîé÷èâû.

Ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
Âåçäå äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî bd+ 1 > 0.
Â óðàâíåíèè (5) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü εk = z, εn = m. Òîãäà ïîëó÷èì

óðàâíåíèå

λ2 + 2λ(2dizm+m2 + 1− z2) + (d2 + 1)m2(m2 − 4z2)+
+2(1− z2)((bd+ 1)m2 + 2(d− b)izm) = 0.

(8)

Â íîâûõ òåðìèíàõ íàñ èíòåðåñóåò ðàñïîëîæåíèå êîðíåé (8) â çàâèñèìîñòè îò z
ïðè êàæäîì íåíóëåâîì m. Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè |z| > z2 íàáëþäàåòñÿ
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íåóñòîé÷èâîñòü, ïîýòîìó íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ |z| < z2. Áóäåì
èñêàòü êîðíè óðàâíåíèÿ (8) â âèäå λ = a+ic, ãäå a è c� äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷àåì:

2a+ a2 + 2ic+ 2iac− c2 + 2m2 + 2am2 + 2icm2 + 2bdm2 +m4 + d2m4−
−4ibmz + 4idmz + 4iadmz − 4cdmz − 2az2 − 2icz2 − 6m2z2 − 2bdm2z2−
−4d2m2z2 + 4ibmz3 − 4idmz3 = 0.

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü:

2a+ a2 − c2 + 2m2 + 2am2 + 2bdm2 +m4 + d2m4 − 4cdmz−
−2az2 − 6m2z2 − 2bdm2z2 − 4d2m2z2 = 0,

ìíèìàÿ:

2c+ 2ac+ 2cm2 − 4bmz + 4dmz + 4admz − 2cz2 + 4bmz3 − 4dmz3 = 0.

Èç ìíèìîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûðàçèì c ÷åðåç a:

−2mz(−b+ d+ ad+ bz2 − dz2) = c(1 + a+m2 − z2).

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ 1 + a+m2 − z2 íå èíòåðåñåí, òàê
êàê a = −1 + z2 −m2 < 0 ïðè ëþáîì m è ëþáîì |z| < 1. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî
1 + a+m2 − z2 6= 0. Òîãäà ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ c â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (8), ïîëó÷èì:

(1 + a+m2 − z2)−2[a4 + A3a
3 + A2a

2 + A1a+ A0] = 0, (9)

ãäå

A0 = (1 + d2)m8 + (1− z2)(5 + 4bd+ d2 − (13 + 12bd+ d2)z2)m4+
+2(2 + bd+ d2 − (4 + bd+ 3d2)z2)m6 + 2(1− z2)2(1 + bd− (3 + 2b2 + bd)z2)m2,
A1 = 2(m2 + 1− z2)(1 + 2(2 + bd)m2 + (2 + d2)m4 − 2(1 + 4m2 + bdm2)z2 + z4),
A2 = 4(m2 + 1− z2)2 + 1 + 2(2 + bd)m2 + (2 + d2)m4 − 2(1 + 4m2 + bdm2)z2 + z4,
A3 = 4(m2 + 1− z2).

Â ïîëó÷èâøåìñÿ óðàâíåíèè íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, òàê
êàê a � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü λ, êîðíÿ óðàâíåíèÿ (8). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè
ôèêñèðîâàííîì z è âñåõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ m êîýôôèöèåíòû Ai (i = 0, 3)
áóäóò ïîëîæèòåëüíû, òî óðàâíåíèå (9) íå áóäåò èìåòü íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé.

Ëåììà 1. Ïóñòü |z| < z2 =

√
bd+ 1

2b2 + bd+ 3
. Òîãäà êîýôôèöèåíòû A1 è A2 óðàâ-

íåíèÿ (9) ïîëîæèòåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè |z| < z2 âûðàæåíèå

1 + 2(2 + bd)m2 + (2 + d2)m4 − 2(1 + 4m2 + bdm2)z2 + z4 (10)

ïîëîæèòåëüíî. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû z2 = w ïîëó÷èì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíî-
ñèòåëüíî w:

f(w) = 1 + 2(2 + bd)m2 + (2 + d2)m4 − 2(1 + 4m2 + bdm2)w + w2.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè w < z2
2 çíà÷åíèÿ f(w) ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå

âûðàæåíèÿ f(w) â òî÷êå z2
2 = (bd+ 1)/(2b2 + bd+ 3) ðàâíî ∆, ãäå

∆ = (3 + 2b2 + bd)−2[2(1 + bd)m2(2 + 10b2 + 4b4 +m2(3 + 2b2)(d2 + 2))+
4(1 + b2)2 + 4m2(2 + 3b2 + 2b4 + b4d2) +m4(2 + d2)(3 + 8b2 + 4b4 + b2d2)].

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ bd+ 1 > 0 çíà÷åíèå âåëè÷èíû ∆ ïîëîæèòåëüíî. Ãðàôèêîì
ôóíêöèè f(w) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ. Àáñöèññà âåð-
øèíû äàííîé ïàðàáîëû ðàâíà 1+4m2+bdm2, ÷òî áîëüøå åäèíèöû, ñëåäîâàòåëüíî,
áîëüøå z2

2. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ó ïàðàáîëû f(w), âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ,
àáñöèññà âåðøèíû ïðàâåå z2

2 , à â òî÷êå z
2
2 îðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà. Èñõîäÿ èç ýòî-

ãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ z èç èíòåðâàëà (−z2, z2) âûðàæåíèå (10) ïîëîæèòåëüíî,
ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû A1 è A2 â óðàâíåíèè (9) ïîëîæèòåëüíû.

Êîýôôèöèåíò A3 â óðàâíåíèè (9) ïîëîæèòåëåí ïðè |z| < 1 è ëþáîì íåíóëåâîì
m. Åñëè |z| < zmin = min{z2, z4, z6}, ãäå z2 áûëî ââåäåíî ðàíåå, à

z4 =

√
5 + 4bd+ d2

13 + 12bd+ d2
, z6 =

√
2 + bd+ d2

4 + bd+ 3d2
,

òî êîýôôèöèåíò A0 óðàâíåíèÿ (9) ïîëîæèòåëåí ïðè ëþáîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè
m.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî bd + 1 > 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

çíà÷åíèå δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) âñå áåãóùèå
âîëíû uk ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−zminε−1 + δ, zminε

−1 − δ) óñòîé÷èâû.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè z2

4 − z2
2 è z

2
6 − z2

2.

z2
4 − z2

2 =
5 + 4bd+ d2

13 + 12bd+ d2
− 1 + bd

3 + 2b2 + bd
=

2((1 + d2)(1 + b2) + 4(1 + bd)b(b− d))

(3 + 2b2 + bd)(13 + 12bd+ d2)

z2
6 − z2

2 =
2 + bd+ d2

4 + bd+ 3d2
− 1 + bd

3 + 2b2 + bd
=

2((1 + d2)(1 + b2) + (1 + bd)(b2 − d2))

(3 + 2b2 + bd)(4 + bd+ 3d2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè |b| ≥ |d| íàèìåíüøèì èç ÷èñåë z2, z4,
z6 ÿâëÿåòñÿ z2. Êàê ñëåäñòâèå, èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà bd + 1 > 0 è |b| ≥ |d|. Ôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈
(0, ε0) áåãóùàÿ âîëíà uk óñòîé÷èâà, åñëè |k| < z2ε

−1 − δ, è íåóñòîé÷èâà, åñëè

z2ε
−1 + δ < |k| < ε−1 − δ.

1.1.3 Ñâîäêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 1.1

Cóììèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
1. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà bd+1 < 0 íåóñòîé÷èâû âñå áåãóùèå âîëíû (ñì.

òåîðåìó 1).
2. Ïðè âûïîëíåíèè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ bd+1 > 0, |b| < |d| áåãóùèå âîëíû uk

ïðè |k| < zminε
−1 óñòîé÷èâû, à ïðè ε−1 > |k| > z2ε

−1 íåóñòîé÷èâû (ñì. òåîðåìû 2
è 3).

3. Ïðè âûïîëíåíèè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ bd+ 1 > 0, |b| ≥ |d| âûðàæåíèå z2ε
−1

ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè |k| < z2ε
−1 íàáëþäàåòñÿ

óñòîé÷èâîñòü, à ïðè z2ε
−1 < |k| < ε−1 � íåóñòîé÷èâîñòü (ñì. òåîðåìó 4).

4. Ïðè óñëîâèè bd + 1 > 0 ñîñóùåñòâóþò íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ âîëí. Áîëåå
òîãî, ñ óìåíüøåíèåì ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε êîëè÷åñòâî ñîñóùåñòâóþùèõ
óñòîé÷èâûõ âîëí ðàñòåò. Êîëè÷åñòâî óñòîé÷èâûõ áåãóùèõ âîëí èìååò ïîðÿäîê
O(ε−1) (ñì. òåîðåìû 3 è 4).

1.2 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøèõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â óðàâíåíèè Ñòþàðòà-Ëàíäàó

ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó:

u̇ = (1 + (−1 + ic)|u|2)u+ γeiϕ(u(t− T )− u).

Çäåñü âñå ïàðàìåòðû äåéñòâèòåëüíûå, ïðè÷åì γ è T � ïîëîæèòåëüíûå, ϕ ∈ [0, 2π).
Çàïàçäûâàíèå ñ÷èòàåì äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïóñòü ε = 1/T , òîãäà âåëè÷èíà ε
ïîëîæèòåëüíà è äîñòàòî÷íî ìàëà: 0 < ε � 1. Ñäåëàåì çàìåíó âðåìåíè t → Tt.
Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

εu̇ = (1 + (−1 + ic)|u|2)u+ γeiϕ(u(t− 1)− u). (11)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó èçó÷èòü ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0] [15,82]. Ïîä ïðîñòåéøèìè ïåðè-
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îäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) âèäà

uR,Λ = R exp(iΛt), (12)

ãäå R,Λ � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, R > 0.

1.2.2 Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé
(11) âèäà (12) ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü L(c, γ, ϕ) � ìíîæåñòâî òî÷åê (ω, ρ2), ïðèíàäëåæàùèõ ýëëèïñó

(ρ2 − 1 + γ cosϕ)2 + (ω − cρ2 + γ sinϕ)2 = γ2 (13)

è ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè ρ2 > 0. Íà ðèñóíêe 1.1 ïðåäñòàâëåíû äâà òèïè÷íûõ
âèäà ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ).

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåðû ìíîæåñòâ L(c, γ, ϕ). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: a) c = −1, γ = 1.3, ϕ = 2; b)
c = 1, γ = 1.5, ϕ = 1.

×åðåç θ = θ(ω, ε) îáîçíà÷èì òàêîå çíà÷åíèå èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), äëÿ êî-
òîðîãî âåëè÷èíà ω/ε+ θ íàöåëî äåëèòñÿ íà 2π.

Òåîðåìà 5. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (ω0, ρ
2
0), ïðèíàäëåæàùåé L(c, γ, ϕ), êðîìå, âîç-

ìîæíî, äâóõ è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 óðàâ-
íåíèå (11) èìååò ðåøåíèå â âèäå öèêëà (12). Âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû R = Rn(ε)
è Λ = Λn(ε) òàêîâû, ÷òî Rn(ε) = ρ0 + εv(ε), Λn(ε) = ω0/ε+ θ+ Ω + 2πn+ εd(ε),
ãäå çíà÷åíèå Ω ïðèíàäëåæèò ïîëóèíòåðâàëó [0, 2π), à ôóíêöèè v(ε) è d(ε) ÿâ-
ëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü êîíñòàíòû èç (12) â âèäå R = ρ0 + εv, Λ = ω0/ε+
θ + Ω + 2πn + εd, ãäå v = v(ε), d = d(ε) � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè,
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îãðàíè÷åííûå ïðè ε → 0. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (12) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (11),
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

i(ω0+εθ+εΩ+ε2πn+ε2d) = 1+(−1+ic)(ρ2
0+2ερ0v+ε2v2)+γeiϕ(e−i(Ω+εd)−1). (14)

Óñòðåìëÿÿ â (14) ε→ 0, íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà Ω:

iω0 − 1 + (1− ic)ρ2
0 + γeiϕ

γeiϕ
= e−iΩ. (15)

Ïðèðàâíèâàÿ ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (15), ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå (13) ðà-
âåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè (15) ðàâåí 1, ïîýòîìó âåùåñòâåííûé
ïàðàìåòð Ω ∈ [0, 2π) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ. Íàéäÿ çíà÷åíèå Ω, èç ðàâåíñòâà
(14) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí v(ε) è d(ε):

εi(θ + Ω + 2πn+ εd) = ε(−1 + ic)(2ρ0v + εv2) + γeiϕ(e−i(Ω+εd) − e−iΩ). (16)

Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå e−i(Ω+εd) − e−iΩ â ñëåäóþùåì âèäå:

e−i(Ω+εd) − e−iΩ = e−iΩ(1 +
∞∑
k=1

(−iεd)k

k!
− 1) = εe−iΩ

∞∑
k=1

(−id)kεk−1

k!
.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ε â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16) ïîëó÷èì óðàâíåíèå
F (v, d, ε, θ) = 0, ãäå

F (v, d, ε, θ) = i(θ + Ω + 2πn+ εd) + (1− ic)(2ρ0v + εv2)− γeiϕe−iΩ
∞∑
k=1

(−id)kεk−1

k!
.

Âðåìåííî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà θ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, òî åñòü
íå çàâèñèò îò ε. Ïóñòü âåëè÷èíà θ ðàâíà θ0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå F (v, d, 0, θ0) =
0. Îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

A

(
v
d

)
= g, (17)

ãäå

A =

(
−2ρ γ sin(ϕ− Ω)
2cρ −γ cos(ϕ− Ω)

)
, g =

(
0

θ0 + Ω + 2πn

)
.

Ïóñòü detA 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò êîðåíü (v∗, d∗) óðàâíåíèÿ F (v, d, 0, θ0) = 0.
Îáîçíà÷èì çà F ′(v∗, d∗, 0, θ0) âåëè÷èíó ∂ ReF

∂v

∂ ReF

∂d
∂ ImF

∂v

∂ ImF

∂d


∣∣∣∣∣∣∣
v=v∗,d=d∗

.
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Âåëè÷èíà F ′(v∗, d∗, 0, θ0) = A äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ θ0 èç [0, 2π]. Âûðàæåíèå
detA 6= 0 ðàâíîìåðíî ïî θ èç [0, 2π]. Îòñþäà è èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåì, ÷òî èç óñëîâèÿ detA 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî v(ε) è d(ε) ïðåäñòàâèìû â âèäå
ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε. Òåïåðü âìåñòî ïàðàìåòðà θ0, ôèãóðèðóþùåãî
â âûðàæåíèÿõ äëÿ v(ε) è d(ε), îñòàåòñÿ âûïèñàòü îïðåäåëåííóþ âûøå ôóíêöèþ
θ = θ(ω, ε).

Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí íóëþ:

detA = 2ργ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (18)

Íàéäåì èç (15) çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé γ cos(ϕ− Ω) è γ sin(ϕ− Ω):

γ cos(ϕ− Ω) = ρ2 − 1 + γ cosϕ,
γ sin(ϕ− Ω) = ω − cρ2 + γ sinϕ.

(19)

Èç (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî

ρ2 − 1 + γ cosϕ− c(ω − cρ2 + γ sinϕ) = 0. (20)

Â êîîðäèíàòàõ (ω, ρ2) óðàâíåíèå (20) çàäàåò ïðÿìóþ. Òàê êàê ïðÿìàÿ è ýëëèïñ
ìîãóò èìåòü íå áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê, òî íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ) åñòü íå áîëåå, ÷åì
äâå òî÷êè, â êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí íóëþ.

a)

b)

c)

Ðèñ. 1.2: Êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ), äëÿ êîòîðûõ detA = 0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
a) c = 0.5, γ = 2, ϕ = 3.14; b) c = 0.7, γ = 1, ϕ = 0; c) c = 0.5, γ = 2, ϕ = 0.

Íà ðèñóíêå 1.2.a) òàêèõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå L(c, γ, ϕ) äâå, íà ðèñóíêå 1.2.b) �
îäíà, íà ðèñóíêå 1.2.c) òàêèõ òî÷åê íåò. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì òî÷êè, â êîòîðûõ detA = 0. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî

2ρ+ γ cos(ϕ− Ω) 6= 0. (21)

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ó ìàòðèöû A åñòü ðîâíî îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå. Âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A ðàâíî 2ρ+ γ cos(ϕ− Ω).

Âðåìåííî ñ÷èòàåì, ÷òî âûðàæåíèå θ ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì, òî
åñòü íå çàâèñèò îò ε. Áóäåì èñêàòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) â âèäå
ðÿäîâ íå ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε, à ïî ñòåïåíÿì ε1/2:

uR,Λ =
(
ρ+

∞∑
k=1

vk/2ε
k/2
)

exp

(
i
(
ω/ε+ θ + Ω + 2πn+

∞∑
k=1

dk/2ε
k/2
)
t

)
. (22)

Çäåñü vk/2 è dk/2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè ïîäñòàíîâêå ðåøåíèÿ (22) â óðàâ-
íåíèå (11) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

i
(
ω + εθ + εΩ + ε2πn+O(ε3/2)

)
= 1 + (−1 + ic)

(
ρ2 + 2ε1/2ρv1/2 + 2ερv1 + εv2

1/2+

+O(ε3/2)
)

+ γeiϕ
(
e−iΩ − 1 + e−iΩ

(
− i(ε1/2d1/2 + εd1)− 1

2εd
2
1/2 +O(ε3/2)

))
.

Çíà÷åíèå Ω èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê è â íåâûðîæäåííîì
ñëó÷àå. Âåëè÷èíû v1/2 è d1/2 ïîëó÷àåì èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

0 = (−1 + ic)2ρv1/2 − iγei(ϕ−Ω)d1/2.

Â ñèëó (18) èìååì, ÷òî

v1/2 =
γ sin(ϕ− Ω)

2ρ
d1/2. (23)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ v1 è d1:{
−2ρv1 + γ sin(ϕ− Ω)d1 = v2

1/2 + 1
2γ cos(ϕ− Ω)d2

1/2,

2cρv1 − γ cos(ϕ− Ω)d1 = θ + Ω + 2πn− cv2
1/2 + 1

2γ sin(ϕ− Ω)d2
1/2.

(24)

Ìàòðèöà A èìååò îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð a = const ·(γ sin(ϕ−Ω), 2ρ)T . Ñîáñòâåííûé âåêòîð b ìàòðèöû A∗, îòâå-
÷àþùèé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ðàâåí const ·(c, 1)T . Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
(18), óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (24) èìååò âèä

θ + Ω + 2πn+

(
−cγ

2 sin2(ϕ− Ω)

4ρ2
+
γ sin(ϕ− Ω)

2

)
d2

1/2 =

= −c
(
γ2 sin2(ϕ− Ω)

4ρ2
+
cγ sin(ϕ− Ω)

2

)
d2

1/2.
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Îòñþäà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

θ + Ω + 2πn+
1

2
γ sin(ϕ− Ω)(1 + c2)d2

1/2 = 0. (25)

Â ñèëó (18) ïîëó÷àåì, ÷òî sin(ϕ − Ω) 6= 0, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïåðåä d2
1/2 íå

ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, çà ñ÷åò ïîäáîðà n ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

2(θ + Ω + 2πn)

γ sin(ϕ− Ω)(1 + c2)
< 0. (26)

Ïðè âûïîëíåíèè (26) ñóùåñòâóåò äâà êîðíÿ d±1/2 óðàâíåíèÿ (25). Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷å-
íèå d+

1/2 â (23), íàõîäèì v
+
1/2, ïî êîðíþ d−1/2 àíàëîãè÷íî íàõîäèì âåëè÷èíó v−1/2. Òàê

êàê ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî ïî âåêòîðó (v1/2, d1/2)
T âåêòîð (v1, d1)

T íàõîäèòñÿ
èç (24) ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà a.

Çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ïðè íàòóðàëüíîì p > 3
áóäåò èìåòü âèä:{

−2ρvp/2 + γ sin(ϕ− Ω)dp/2 = F1(v1/2, d1/2, . . . , v(p−1)/2, d(p−1)/2),
2cρvp/2 − γ cos(ϕ− Ω)dp/2 = F2(v1/2, d1/2, . . . , v(p−1)/2, d(p−1)/2),

ãäå ÿâíûé âèä F1 è F2 íàõîäèì, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè εp/2, âåêòîð
(v(p−1)/2, d(p−1)/2)

T îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà a, à âåëè÷èíû v1/2, d1/2, . . .,
v(p−2)/2, d(p−2)/2 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Â ñèëó óñëîâèé (18), (21) ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (a, b) îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü (v(p−1)/2, d(p−1)/2)

T òàê, ÷òî
âåêòîð (F1, F2)

T áóäåò îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó (c, 1)T , òî åñòü çàäà÷à íà íàõîæäå-
íèå (vp/2, dp/2)

T ñòàíåò ðàçðåøèìîé. Âåêòîð (vp/2, dp/2)
T ïîëíîñòüþ îïðåäåëèì íà

ñëåäóþùåì øàãå. Òàêèì îáðàçîì âñå êîýôôèöèåíòû vp/2 è dp/2 (p > 1) íàõîäÿòñÿ
îäíîçíà÷íî. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ vp/2 è dp/2 îñòàåòñÿ âìåñòî ïàðàìåòðà θ, ôèãóðè-
ðóþùåãî â âûðàæåíèÿõ äëÿ vp/2 è dp/2, âûïèñàòü îïðåäåëåííóþ âûøå ôóíêöèþ
θ = θ(ω, ε).

Èòàê, äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ òî÷êè (ω0, ρ
2
0) èç L(c, γ, ϕ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (18), (21) è

sin(ϕ−Ω) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n0, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî

N ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ n èç [n0−N, n0] è âñåõ ε ∈ (0, ε0)
óðàâíåíèå (11) èìååò äâà ðåøåíèÿ â âèäå öèêëà (12). Âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû
R = R±n (ε) è Λ = Λ±n (ε) òàêîâû, ÷òî R±n (ε) = ρ0 + ε1/2v±1/2 + O(ε), Λ±n (ε) =

ω0/ε+ θ + Ω + 2πn+ ε1/2d±1/2 +O(ε).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ òî÷êè (ω0, ρ
2
0) èç L(c, γ, ϕ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (18), (21) è

sin(ϕ−Ω) < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n0, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
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N ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ n èç [n0, n0+N ] è âñåõ ε ∈ (0, ε0)
óðàâíåíèå (11) èìååò äâà ðåøåíèÿ â âèäå öèêëà (12). Âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû
R = R±n (ε) è Λ = Λ±n (ε) òàêîâû, ÷òî R±n (ε) = ρ0 + ε1/2v±1/2 + O(ε), Λ±n (ε) =

ω0/ε+ θ + Ω + 2πn+ ε1/2d±1/2 +O(ε).

Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà detA = 0 è íåðàâåíñòâî (21) íå âûïîëíåíî. Â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî âûðîæäåíèå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòîò ñëó÷àé ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå áóäåì.

1.2.3 Óñòîé÷èâîñòü ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

Ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (11) íà ðåøåíèè (12). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó u =
uR,Λ(1 + y), ãäå y = y1 + iy2 è y1, y2 � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàÿ
|y| äîñòàòî÷íî ìàëûì, îòáðîñèì â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå âñå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè (ïî y) âûøå ïåðâîãî. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

εẏ = 2(−1 + ic)R2y1 + γei(ϕ−Λ)(y(t− 1)− y).

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, òî åñòü ñëó÷àÿ detA 6= 0.
Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

εẏ1 = −2(ρ+ εv)2y1 + γ cos(ϕ− Ω− εd)(y1(t− 1)− y1)−
−γ sin(ϕ− Ω− εd)(y2(t− 1)− y2),

εẏ2 = 2c(ρ+ εv)2y1 + γ sin(ϕ− Ω− εd)(y1(t− 1)− y1)+
+γ cos(ϕ− Ω− εd)(y2(t− 1)− y2).

(27)

Òîãäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (îòíîñèòåëüíî
çíà÷åíèé y1 = P , y2 = Q)

ελ

(
P
Q

)
= B

(
P
Q

)
,

ãäå

B =

(
−2(ρ+ εv)2 + γ cos(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1) −γ sin(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1)
2c(ρ+ εv)2 + γ sin(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1) γ cos(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1)

)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííîå óðàâíåíèå èìåëî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (P0, Q0)
T , íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû det(B − ελI) = 0, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû B − ελI îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü λ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ε2λ2 + 2ελ((ρ+ εv)2 − γ cos(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1)) + γ2(e−λ − 1)2−
−2(ρ+ εv)2(e−λ − 1)γ(cos(ϕ− Ω− εd)− c sin(ϕ− Ω− εd)) = 0.

(28)

Åñëè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (28), êðîìå
îäíîãî � íóëåâîãî, èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ðàññìàòðèâàå-
ìîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî. Åñëè æå ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâíåíèå (28) èìååò êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåí-
íîé ÷àñòüþ, òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Èññëåäóåì ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ïîëó÷åííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëè-
íîìà (28).

Èçó÷åíèå ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå ε0 > 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (28) ïðè ýòîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε. Ñðåäè åãî êîðíåé îáÿçàòåëüíî åñòü êîðåíü λ = 0, ïîñêîëü-
êó ìû ëèíåàðèçîâûâàëè óðàâíåíèå (11) íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè. Äàííûé êî-
ðåíü èìååò êðàòíîñòü, ðàâíóþ åäèíèöå, è íà óñòîé÷èâîñòü íå âëèÿåò. Èññëåäóåì
îñòàëüíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà (28). Âêëþ÷èì â ìíîæåñòâî
K0(ε0) òå èç íèõ, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõ êîðíåé
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ìàêñèìóì çäåñü äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé âåðòèêàëü-
íîé ïðÿìîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ
(28) ñïðàâà îò íåå [2, 35]. Îáîçíà÷èì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîðíåé èç K0(ε) êàê
λ0 = λ0(ε).

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ñëåäó-
þùèå âîçìîæíîñòè:
Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm}, íà êîòîðîé λ0 → +∞ ïðè εm →
0;
Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm}, íà êîòîðîé λ0 ñòðåìèòñÿ ê íåêî-
òîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå èëè ê íóëþ ñïðàâà ïðè εm → 0.
Cëó÷àé 1. Ïóñòü λ0 → +∞ ïðè εm → 0. Ïóñòü λ∗(εm) � íåêîòîðûé êîðåíü èç

K0(εm). Òîãäà âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:
à) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, òàêàÿ, ÷òî
εml

λ∗(εml
) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå, íå ðàâíîé íóëþ, ïðè εml

→ 0;
á) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, òàêàÿ, ÷òî
εml

λ∗(εml
) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè εml

→ 0.
Èç óðàâíåíèÿ (28) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, òàêàÿ, ÷òî |εml

λ∗(εml
)| → ∞ ïðè εml

→
0 íåâîçìîæíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1.à). Îáîçíà÷èì s = lim
ml→∞

εml
λ∗(εml

) 6= 0. Òîãäà â ïðåäåëå

ïðè ml → +∞ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì (28) ïðèìåò âèä

s2 + 2s(ρ2 + γ cos(ϕ− Ω)) + γ2 + 2ρ2γ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (29)

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèëèñü â
ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî s 6= 0, ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (12) óðàâíåíèÿ
(11): {

ρ2 + γ cos(ϕ− Ω) > 0,
γ + 2ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) > 0.

(30)

Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ 1.á). Äëÿ äàííîé ñèòóàöèè íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî γ + 2ρ2(cos(ϕ − Ω) − c sin(ϕ − Ω)) = 0. Íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü λ0 ñòðåìèòñÿ ê íåîòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòå íà íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εm → 0. Òîãäà äëÿ êîðíåé λ∗(εm) èç K0(εm) âîçìîæíû äâå
ñèòóàöèè:
à) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, òàêàÿ, ÷òî
Imλ∗(εml

) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ïðè εml
→ 0;

á) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, òàêàÿ, ÷òî

Imλ∗(εml
) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè εml

→ 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2.à). Ïîñìîòðèì, ê êàêèì êîíñòàíòàì ìîãóò ñòðåìèòüñÿ
êîðíè λ∗ óðàâíåíèÿ (28). Îáîçíà÷èì lim

ml→∞
λ∗(εml

) = α. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ α áóäåò èìåòü âèä:

(e−α − 1)
(
γ(e−α − 1)− 2ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))

)
= 0. (31)

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ (31) ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (28)
èìååò àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî êîðíåé λ∗(ε), ñòðåìÿùèõñÿ ê ìíèìîé îñè
ïðè ε→ 0: λ∗(ε) = 2πki+ o(1) (k � öåëîå ÷èñëî). Ïîëîæèì

λ∗(ε) = 2πki+ ελk,1 + ε2λk,2 + o(ε2), (32)

ãäå λk,1 è λk,2 íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîäñòàâëÿÿ (32) â (28), ïðèõîäèì ê
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óðàâíåíèþ

−4π2k2ε2 + 2ε(2πki+ ελk,1)
(
ρ2 + 2ρvε+ γ cos(ϕ− Ω)ελk,1

)
+ γ2ε2λ2

k,1+

+2(ρ2 + 2ρvε)γ
(
ελk,1 + ε2λk,2 − 1

2ε
2λ2

k,1

)(
cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)+

+εd
(

sin(ϕ− Ω) + c cos(ϕ− Ω)
))

+O(ε3) = 0.

Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå ïðè ε1, íàéäåì λk,1 :

λk,1 = −2πkiγ−1(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))−1.

Èç âûðàæåíèÿ ïðè ε2 ïîëó÷àåì çíà÷åíèå λk,2:

Reλk,2 =
2π2k2

ρ2γ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))2

(
γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
− ρ2

)
,

Imλk,2 =
2πki

(
1 + d

(
sin(ϕ− Ω) + c cos(ϕ− Ω)

))
γ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))2

.

Òîãäà ïðè óñëîâèè îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ, òî åñòü ïðè Reλk,2 6= 0, íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (12) óðàâíåíèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
> 0. (33)

Ïîñìîòðèì, ê êàêèì åùå êîíñòàíòàì ìîãóò ñòðåìèòüñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ (28)
ïðè εml

→ 0. Èç ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ â (31) âûðàçèì e−α:

e−α = 1 +
2ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))

γ
. (34)

Èç (34) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (12)
óðàâíåíèÿ (11): ∣∣∣∣1 +

2ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))

γ

∣∣∣∣ > 1.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ detA 6= 0, ïðèâåäåííîå âûøå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî
ñîâîêóïíîñòè äâóõ íåðàâåíñòâ[

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) > 0,
ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) + γ 6 0.

(35)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåîáõîäèìîå äëÿ ñèòóàöèè 1.á) ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåîáõî-
äèìîìó óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè (35).
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Âåçäå äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàíåå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé-
÷èâîñòè (30), (33), (35) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
> 0,

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) > 0,
ρ2 + γ cos(ϕ− Ω) > 0.

(36)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2.á). Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
}

òàêàÿ, ÷òî Reλ∗(εml
) ñòðåìèòñÿ ê íåîòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòå, à Imλ∗(εml

) ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè εml

→ 0. Òîãäà äëÿ âûðàæåíèÿ εml
λ∗(εml

) âîçìîæíû
äâå ñèòóàöèè:
À) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εj} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εml

}, òàêàÿ, ÷òî
εjλ∗(εj) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè εj → 0;
Á) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εj} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εml

}, òàêàÿ, ÷òî
εjλ∗(εj) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå, íå ðàâíîé íóëþ, ïðè εj → 0.
Èç óðàâíåíèÿ (28) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εj ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εml

}, òàêàÿ, ÷òî |εjλ∗(εj)| ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè ïðè εj → 0, íåâîçìîæíà.

Ïóñòü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè εj çíà÷åíèå λ0 äîñòèãàåòñÿ íà êîð-
íÿõ, àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè εj → 0) áëèçêèõ ê 2πki, ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ k êàê M(εj). Îáîçíà÷èì ÷åðåç k+(εj) ìàêñè-
ìàëüíûé ñðåäè íîìåðîâ k ∈ M(εj), à ÷åðåç k−(εj) � ìèíèìàëüíûé ñðåäè íîìå-
ðîâ k ∈ M(εj). Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {k−(εj)} è {k+(εj)}
(j = 1, 2, . . .) íå îãðàíè÷åíà. Îáîçíà÷èì íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê
{k(εj)}, à ÷åðåç λ∗(εj) � êîðåíü èç K0(εj) ñ ìíèìîé ÷àñòüþ, áëèçêîé ê 2πk(εj).
Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì êîðíè, áëèçêèå ê 2πki, òî Reλ∗ → 0 è èç (28) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî lim

j→∞
εjλ∗(εj) = 0 ïðè εj → 0. Òàêèì îáðàçîì, äàííûå êîðíè ïîäõîäÿò

ïîä ñèòóàöèþ 2.á.À).
Îòñþäà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè εml

→ 0 êîðåíü λ∗(εml
) ïðåäñòàâèì â âèäå

λ∗(εml
) = 2πk(εml

)i+ λk,1 + iλk,2.

Çäåñü λk,1, λk,2 � äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû, λk,1 → 0, λk,2 → 0, k(εml
)→∞, µ =

εml
k(εml

)→ 0 ïðè εml
→ 0. Âåëè÷èíà k(εml

) ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ. Èç
òîãî, ÷òî k(εml

)→∞ ïðè εml
→ 0, ñëåäóåò, ÷òî εml

= o(µ) ïðè εml
→ 0. Ïîäñòàâèì
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ïðåäñòàâëåíèå êîðíÿ λ∗(εml
) â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì (28):

2(2πµi+ ελk,1 + iελk,2)
(
ρ2 + γ cos(ϕ− Ω)(λk,1 + iλk,2 − 1

2λ
2
k,1 + 1

2λ
2
k,2−

−iλk,1λk,2) +O(ε)
)
− 4π2µ2 + o(µ2) + γ2(−λ2

k,2 + λ2
k,1 + 2iλk,1λk,2)+

+o(λ2
k,2, λ

2
k,1) + 2(ρ2 + 2ρvε+O(ε2))γ(λk,1 + iλk,2 − 1

2λ
2
k,1 + 1

2λ
2
k,2−

−iλk,1λk,2)
(

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) + εd(sin(ϕ− Ω) + c cos(ϕ− Ω))+

+O(ε2)
)

= 0.

(37)

Âûïèøåì
”
ãëàâíûå“ ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (37):

4πµiρ2 + 2ρ2γ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))(λk,1 + iλk,2) = 0. (38)

Èç (38) âèäíî, ÷òî λk,1 = o(µ), à λk,2 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λk,2 = − 2πµ

γ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))
+ λk,3,

ãäå λk,3 = o(λk,2). Òàêèì îáðàçîì, λk,2 = O(µ). Ó÷òåì ýòî ðàâåíñòâî è âûïèøåì
ñëåäóþùèå ïî ïîðÿäêó ñëàãàåìûå:

2ρ2γ(λk,1 + iλk,3)(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) +
4π2µ2ρ2

γ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))
+

+
8π2µ2 cos(ϕ− Ω)

(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))
− 4π2µ2

(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))2
− 4π2µ2 = 0. (39)

Èç óñëîâèÿ (33) è óðàâíåíèÿ (39) âèäèì, ÷òî λk,1 è µ2 èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê
ìàëîñòè, à λk,3 = o(µ2). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ µ êîðåíü λ∗ áóäåò èìåòü âèä

λ∗ = 2πk(ε)i− 2πi

γ(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))
µ+

+
2π2

ρ2γ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))2

(
γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
− ρ2

)
µ2 + o(µ2).

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðè o(µ2) íå ñîäåðæèòñÿ íîìåðîâ êîðíåé, ïîýòîìó äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè λ∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî íîìåðó k. Â ñèëó (33) êîðåíü
λ∗ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîñìîòðèì, ìîãóò ëè áûòü â äàííîì ñëó÷àå äðóãèå êîðíè. Çàìåòèì, ÷òî â óðàâ-
íåíèè (28) êîðåíü λ âñòðå÷àåòñÿ ëèáî â âûðàæåíèè ελ, ëèáî â âûðàæåíèè e−λ.
Âûðàæåíèå e−λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå e−λ = e−Reλe−i Imλ. Èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Imλ∗(εj) ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî (âîçìîæíî, ñ÷åòíîå ÷èñëî) ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé εjr òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèå exp(−i Imλ∗(εjr)) áóäåò îäèíàêîâûì íà âñåé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εjr èìååì,
÷òî εjrλ∗(εjr) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, exp(−Reλ∗(εjr)) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé êîíñòàí-
òå, à âûðàæåíèå exp(−i Imλ∗(εjr)) ïîñòîÿííî. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîé òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë e−α âûðàæåíèÿ e−λ, ïðè ýòîì äàííûé ïðå-
äåë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (31). Ñëó÷àé ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ
óðàâíåíèÿ (31) áûë ðàññìîòðåí âûøå, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîãî ñîìíî-
æèòåëÿ (31) èìååì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïîëó÷åííûõ ðàíåå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
êîðåíü óðàâíåíèÿ çàâåäîìî íàõîäèòñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2.á.Á). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü íà íåêîòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè εj → 0 èìååì lim

j→∞
εj Imλ∗(εj) = δ 6= 0. Îáîçíà÷èì çà g çíà÷åíèå

âûðàæåíèÿ lim
j→∞

exp(−Reλ∗(εj)). Ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó εj � ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εm, à íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εm ñóùåñòâóåò
ïðåäåë lim

m→∞
Reλ∗(εm). Ñ÷èòàåì, ÷òî g � ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 1], òàê êàê

åñëè g èç (1,∞), òî êîðåíü λ∗ óðàâíåíèÿ (28) íàõîäèòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïîñêîëüêó Imλ∗(εj) → ∞ ïðè εj → 0, òî íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ χ èç ïî-
ëóèíòåðâàëà [0, 2π), ÷òî äðîáíàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ Imλ∗(εj)/(2π) ïðèíèìàåò èõ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà â ïðåäåëå ïðè εj → 0 ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî δ (ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðû (g, χ) ñâîå óðàâíåíèå):

− δ2 + 2iδ(ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(ge−iχ − 1)) + γ2(ge−iχ − 1)2−
− 2γρ2(ge−iχ − 1)(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (40)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íè äëÿ êàêîé òî÷êè (g, χ) èç (0, 1] × [0, 2π) íå ñóùåñòâóåò
äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ δ óðàâíåíèÿ (40), îòëè÷íîãî îò íóëåâîãî, òî ó óðàâíåíèÿ
(28) íå áóäåò êîðíåé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è íà ìíèìîé îñè èç ñèòóàöèè 2.á.Á).

Âûäåëèì â (40) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü:

− δ2 − 2δγ cos(ϕ− Ω)g sinχ+ γ2((g cosχ− 1)2 − g2 sin2 χ)−
− 2γρ2(g cosχ− 1)(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0, (41)

ìíèìàÿ:

δ(ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(g cosχ− 1))+

+ γg sinχ(γ(1− g cosχ) + ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (42)

Ïóñòü
ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(g cosχ− 1) = 0. (43)
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Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ρ2 > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî cos(ϕ − Ω) 6= 0. Îòñþäà ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

g cosχ =
ρ2

γ cos(ϕ− Ω)
+ 1. (44)

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ ρ2

γ cos(ϕ− Ω)
+ 1

∣∣∣∣ < 1, (45)

òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà (g, χ) èç (0, 1) × [0, 2π), ÷òî ðàâåíñòâî (44) âûïîëíèò-
ñÿ. Åñëè ðàâåíñòâî (43) âûïîëíåíî, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (41), (42) èìåëà
ðåøåíèå, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

sinχ(γ(1− g cosχ) + ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))) = 0.

Èç (36) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ñîìíîæèòåëü ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëåí. Òîãäà
sinχ = 0. Óðàâíåíèå (41) ïðèìåò âèä:

δ2 = γ(g cosχ− 1)(γ(g cosχ− 1)− 2ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))). (46)

Èç óñëîâèé (36), (45) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (46) áóäåò ïîëîæè-
òåëüíûì. Ïîýòîìó ñèñòåìà (41), (42) áóäåò èìåòü äåéñòâèòåëüíûå íåíóëåâûå êîðíè
δ± â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ (43) è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (45).

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà ∣∣∣∣ ρ2

γ cos(ϕ− Ω)
+ 1

∣∣∣∣ = 1

âîçìîæåí íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ ýëëèïñà. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ýòîãî ñëó÷àÿ
çäåñü îïóñòèì.

Èç ïðîâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (28) èç ñëó÷àÿ 2.á.Á) â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè óñëîâèè
âûðîæäåííîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè δ â (42):∣∣∣∣ ρ2

γ cos(ϕ− Ω)
+ 1

∣∣∣∣ > 1. (47)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå cos(ϕ−Ω) 6= 0 óñëîâèå (47) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
íåðàâåíñòâà

ρ2 + 2γ cos(ϕ− Ω) > 0. (48)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (36), (48) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:
ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
> 0,

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) > 0,
ρ2 + 2γ cos(ϕ− Ω) > 0.

(49)
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Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèå (48) âûïîëíåíî, òî åñòü êîýôôèöèåíò ïðè δ â óðàâ-
íåíèè (42) îòëè÷åí îò íóëÿ â ëþáîé òî÷êå (g, χ) èç (0, 1]× [0, 2π).

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ íà L(c, γ, ϕ) åñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(ωup, ρ

2
up), ãäå

ρ2
up = γ − γ cosϕ+ 1, ωup = cρ2

up − γ sinϕ.

Â ýòîé òî÷êå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî cos(ϕ−Ω) = 1, ïîýòîìó óðàâíåíèå (40) â òî÷êå
(ωup, ρ

2
up) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

−δ2 + 2iδ(ρ2 − γ(ge−iχ − 1)) + γ2(ge−iχ − 1)2 − 2γρ2(ge−iχ − 1) = 0. (50)

Âûäåëèì â (50) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

Re : −δ2 − 2γg sinχδ + γ2((1− g cosχ)2 − g2 sin2 χ)− 2γρ2(g cosχ− 1) = 0,
Im : 2δ(ρ2 − γ(g cosχ− 1))− 2γ2(g cosχ− 1)g sinχ+ 2γρ2g sinχ = 0.

Ïîñêîëüêó g èç (0, 1] è γ > 0, âûðàæåíèå ρ2 − γ(g cosχ − 1) ïîëîæèòåëüíî. Ïî-
ýòîìó èç ìíèìîé ÷àñòè (50) èìååì δ = −γg sinχ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ δ â
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (50), ïîëó÷àåì:

γ(g cosχ− 1)(γ(g cosχ− 1)− 2ρ2) = 0.

Âûðàæåíèå γ(g cosχ − 1) − 2ρ2 îòðèöàòåëüíî äëÿ ëþáîé òî÷êè (g, χ) èç (0, 1] ×
[0, 2π). Åñëè æå g cosχ − 1 ðàâíî íóëþ, òî cosχ = 1, ñëåäîâàòåëüíî, δ = 0. Íî,
â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ñèòóàöèè 2.á.Á), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî δ 6= 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, â òî÷êå (ωup, ρ

2
up) óðàâíåíèå (40) íå èìååò êîðíåé ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g è χ. Òî åñòü âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (28), îòíîñÿùèåñÿ ê
ñëó÷àþ 2.á.Á), íàõîäÿòñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ) íàéäåòñÿ òî÷êà
ñ êîîðäèíàòàìè (ωup, ρ

2
up). Â ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå (40) íå èìååò êîðíåé ïðè âñåõ

g ∈ (0, 1], òî åñòü óðàâíåíèå (28) íå èìååò êîðíåé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è íà
ìíèìîé îñè, îòíîñÿùèõñÿ ê ñèòóàöèè 2.á.Á). Êîðíè óðàâíåíèÿ (40) íåïðåðûâíî
çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ g, ρ2 è Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå
(28) èìåëî êîðíè èç ñèòóàöèè 2.á.Á) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè â íåêîòîðîé òî÷êå
(ω∗, ρ

2
∗) ýëëèïñà L(c, γ, ϕ), íåîáõîäèìî, ÷òîáû â íåêîòîðîé òî÷êå ýëëèïñà L(c, γ, ϕ)

íà êðàò÷àéøåé äóãå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (ω∗, ρ
2
∗) è (ωup, ρ

2
up), íàøëèñü êîðíè íà

ìíèìîé îñè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ 2.á.Á). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äëÿ óðàâíåíèÿ
(40) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé g = 1. Ïðè g = 1 óðàâíåíèå (40) èìååò âèä

− δ2 + 2iδ(ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(e−iχ − 1)) + γ2(e−iχ − 1)2−
− 2γρ2(e−iχ − 1)(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (51)
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Â óðàâíåíèè (51) âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü:

− δ2 − 2γ cos(ϕ− Ω) sinχδ + 2γ2(cos2 χ− cosχ)−
− 2γρ2(cosχ− 1)(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0, (52)

ìíèìàÿ:

δ(ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(cosχ− 1))+

+ γ sinχ(γ(1− cosχ) + ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)) = 0. (53)

Èç (53) âûðàçèì δ:

δ =
γ sinχ(γ(1− cosχ) + ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))

−ρ2 + γ cos(ϕ− Ω)(cosχ− 1)
,

ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (52). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin2 χ = 1− cos2 χ, ïîñëå
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ z = cosχ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî z:

γ(1− z)H(z)(−ρ2 − γ cos(ϕ− Ω)(1− z))−2 = 0, (54)

ãäå

H(z) = γ3z3 − γ2
(
γ + 4ρ2 cos(ϕ− Ω) + 2γ cos2(ϕ− Ω)− 2cρ2 sin(ϕ− Ω)

)
z2+

+γ
(
−γ2+2ρ4+4γρ2 cos(ϕ−Ω)+4γ2 cos2(ϕ−Ω)+3ρ4 cos2(ϕ−Ω)+4γρ2 cos3(ϕ−Ω)−

− 4cρ4 cos(ϕ− Ω) sin(ϕ− Ω)− 4cγρ2 cos2(ϕ− Ω) sin(ϕ− Ω) + c2ρ4 sin2(ϕ− Ω)
)
z+

+ γ3 − 2ρ6 cos(ϕ− Ω)− 2γ3 cos2(ϕ− Ω)− 5γρ4 cos2(ϕ− Ω)− 4γ2ρ2 cos3(ϕ− Ω)−
− 2cγ2ρ2 sin(ϕ− Ω) + 2cρ6 sin(ϕ− Ω) + 4cγρ4 cos(ϕ− Ω) sin(ϕ− Ω)+

+ 4cγ2ρ2 cos2(ϕ− Ω) sin(ϕ− Ω) + c2γρ4 sin2(ϕ− Ω).

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (48), çíàìåíàòåëü (54) íå ðàâåí íóëþ. À ïðè z = 1 ïîëó÷àåì
êîðåíü ñèñòåìû (52), (53), ðàâíûé íóëþ. Ýòîò êîðåíü íå ïîäõîäèò â ñèëó ïðåäïî-
ëîæåíèÿ δ 6= 0. Ïîñêîëüêó z = cosχ, òî ïåðåìåííàÿ z ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [−1, 1].
Íàéäåì çíà÷åíèÿ H(z) â êîíöàõ îòðåçêà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé z. Ïðè z = −1
èìååì

H(−1) = −2(ρ2 + 2γ cos(ϕ− Ω))2
(
γ + ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))

)
,

à ïðè z = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

H(1) = −2ρ4
(
ρ2(cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω))− γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

)
.
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Èç (49) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèÿ H(−1) è H(1) îòðèöàòåëüíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
è íà âñåì èíòåðâàëå (−1, 1) âûðàæåíèå H(z) áûëî îòðèöàòåëüíî, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà îòðåçêå [−1, 1] ó ôóíêöèè H(z) íå áûëî ïîëîæèòåëüíîãî
ìàêñèìóìà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî H(z) � êóáè÷åñêàÿ ïî z ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ è äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êè ýëëèïñà L(c, γ, ϕ) ýòî óñëîâèå
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ÷èñëåííî.

Èç ïðîâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 8 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

(ω∗, ρ
2
∗) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) âûïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (49), à óðàâíåíèå

H(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íè ïðè êàêîì z ∈ [−1, 1] äëÿ âñåõ òî÷åê êðàò÷àéøåé
äóãè L(c, γ, ϕ), ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (ωup, ρ

2
up) è (ω∗, ρ

2
∗). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî

n ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (12) óðàâíåíèÿ
(11), ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå (ω∗, ρ

2
∗), óñòîé÷èâî.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþ-
ùóþ ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ: ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
< 0,

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) < 0,
ρ2 + γ cos(ϕ− Ω) < 0.

(55)

Òåîðåìà 9 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
(ω∗, ρ

2
∗) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) âûïîëíåíà ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (55). Òîãäà äëÿ

êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå
(12) óðàâíåíèÿ (11), ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå (ω∗, ρ

2
∗), íåóñòîé÷èâî.

1.2.4 Ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (ω0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè, åñëè âñå ðåøåíèÿ (12) óðàâíåíèÿ (11) c ρ2 = ρ2
0 è ω = ω0 óñòîé÷èâû

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
1. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ) åñòü òî÷êà, â

êîòîðîé âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Ýòî òî÷êà (ωup, ρ
2
up). Äëÿ

ýòîé òî÷êè cos(ϕ−Ω) = 1, sin(ϕ−Ω) = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ
ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñèñòåìû (49). À òîò ôàêò, ÷òî â äàííîé òî÷êå óðàâíåíèå (40)
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ íåíóëåâûõ êîðíåé, áûë äîêàçàí âûøå.

2. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ) åñòü õîòÿ áû
îäíà òî÷êà, â êîòîðîé âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ïóñòü ýëëèïñ öåëèêîì íàõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè ρ2 > 0. Òîãäà ðàññìîòðèì
åãî íèæíþþ òî÷êó. Äëÿ íåå cos(ϕ−Ω) = −1, sin(ϕ−Ω) = 0. Î÷åâèäíî, â äàííîé
òî÷êå âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå ñèñòåìû (55). Åñëè æå ýëëèïñ êàñàåòñÿ îñè ρ2 = 0,
òî äëÿ òî÷åê ñ ìàëûìè ρ2 âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (55). Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ρ2 âûïîëíåíû âòîðîå óñëîâèå ñè-
ñòåìû (49) è íåðàâåíñòâî

ρ2 + γ cos(ϕ− Ω) > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ (ω, ρ2) èìååò âèä:

2ρ2 − 1 + γ cosϕ > 0.

Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ρ2, òî âåëè÷èíà −1+γ cosϕ äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé. Ïåðâîå óñëîâèå
ñèñòåìû (49) â êîîðäèíàòàõ (ω, ρ2) èìååò âèä

ρ2 >
(1 + c2)(γ2 − (ρ2 − 1 + γ cosϕ)2)

(1 + c2)ρ2 − 1 + γ cosϕ− c(ω + γ sinϕ)
.

Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè (îí ïîëîæèòåëåí â ñèëó
âòîðîãî óñëîâèÿ ñèñòåìû (49)), ïîëó÷àåì

ρ2
(
(1 + c2)ρ2 − 1 + γ cosϕ− c(ω + γ sinϕ)

)
> (1 + c2)

(
γ2 − (−1 + γ cosϕ)2−
− 2ρ2(−1 + γ cosϕ)− ρ4

)
.

Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà âåëè÷èíà ïîðÿäêà ρ2, ñïðàâà � ïîëîæè-
òåëüíàÿ (òàê êàê âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî −1 + γ cosϕ > 0) âåëè÷èíà ïîðÿäêà
åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ2 ïåðâîå íåðàâåíñòâî (49) íå
âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêîå ìàëîå çíà÷åíèå ρ2, ÷òî âûïîëíåíî
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (55).

3. Ïîñìîòðèì, íà ñêîëüêî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü
ïîäåëåí ýëëèïñ L(c, γ, ϕ). Âûïèøåì âñå íåðàâåíñòâà (49) â òåðìèíàõ ω è ρ2 :

ρ2 >
(1 + c2)(γ2 − (ρ2 − 1 + γ cosϕ)2)

(1 + c2)ρ2 − cω − 1 + γ cosϕ− cγ sinϕ
,

(1 + c2)ρ2 − cω − 1 + γ cosϕ− cγ sinϕ > 0,
3ρ2 − 2 + 2γ cosϕ > 0.

(56)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

(1 + c2)ρ2 − cω − 1 + γ cosϕ− cγ sinϕ = 0
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è
3ρ2 − 2 + 2γ cosϕ = 0.

Êàæäîå èç íèõ â êîîðäèíàòàõ (ω, ρ2) çàäàåò íåâåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ. Òî÷êè, äëÿ
êîòîðûõ áóäóò âåðíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì óðàâíåíèÿì íåðàâåíñòâà ñèñòåìû
(56), íàõîäÿòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîåé ïðÿìîé. Ïîñêîëüêó
åñòü òî÷êà íà ýëëèïñå, äëÿ êîòîðîé îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû, òî ñèñòåìà ýòèõ
íåðàâåíñòâ çàäàåò îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü íà ýëëèïñå. Ïîñìîòðèì, íà ñêîëüêî ÷àñòåé
ýòó îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü ìîãóò ðàçäåëèòü îñòàëüíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: c = 0 è c 6= 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c = 0.

Ëåììà 2. Òî÷êè ìíîæåñòâà L(0, γ, ϕ), äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (49) âåðíà, îáðà-
çóþò íåïóñòóþ ñâÿçíóþ îáëàñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà L(0, γ, ϕ), äëÿ êîòî-
ðûõ âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (56) (ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
(49)) âåðíû, îáðàçóþò íåïóñòóþ ñâÿçíóþ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó (ωup, ρ

2
up).

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (49) ïðè c = 0
ñëåäóåò âûïîëíåíèå òðåòüåãî íåðàâåíñòâà äàííîé ñèñòåìû, ïîýòîìó åñëè íå âû-
ïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà (49), òî îáÿçàòåëüíî õîòÿ áû îäíî èç ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû (56) ïðè
c = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

ρ2(ρ2 − 1 + γ cosϕ) = γ2 − (ρ2 − 1 + γ cosϕ)2. (57)

Íàéäåì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè (57) c ýëëèïñîì L(0, γ, ϕ). Óðàâíåíèå
(57) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ρ2 :

2ρ4 + 3ρ2(−1 + γ cosϕ) + (−1 + γ cosϕ)2 − γ2 = 0.

Äèñêðèìèíàíò (57) ïîëîæèòåëåí, êîðíè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå:

ρ2
± =

3(1− γ cosϕ)±
√

(−1 + γ cosϕ)2 + 8γ2

4
.

Çíà÷åíèÿ ρ2 äëÿ òî÷åê ýëëèïñà ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [max{0,−γ − γ cosϕ+ 1},γ −
γ cosϕ + 1]. Ïîýòîìó êîðíè ρ2

± ñèñòåìû (13), (57) òîæå äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
ýòîìó îòðåçêó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ρ2
− < max{0,−γ − γ cosϕ+ 1} < ρ2

+ < γ − γ cosϕ+ 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (13), (57) èìååò äâà êîðíÿ (ω−, ρ
2
+), (ω+, ρ

2
+). Ïîýòîìó ëè-

íèÿ, êîòîðóþ çàäàåò ýòî óðàâíåíèå, ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â äâóõ òî÷êàõ (íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ íà äóãå ýëëèïñà, ñîåäèíÿþùåé ýòè äâå òî÷êè è ñîäåðæàùåé òî÷êó
(ωup, ρ

2
up)).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà L(0, γ, ϕ), â êîòîðûõ âûïîëíåíû
âñå òðè íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (56), îáðàçóþò íåïóñòóþ ñâÿçíóþ îáëàñòü, ñîäåðæà-
ùóþ òî÷êó (ωup, ρ

2
up).

Ëåììà 3. Ïóñòü c = 0 è âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà (49). Òîãäà óðàâíåíèå H(z) = 0
íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî H ′(z) ñîõðàíÿåò çíàê íà îòðåçêå [−1, 1]. Íàéäåì
H ′(z) :

H ′(z) = 3γ3z2 − 2γ2z(γ + 4ρ2 cos(ϕ− Ω) + 2γ cos2(ϕ− Ω))+
+γ(−γ2 + 2ρ4 + 4γρ2 cos(ϕ− Ω) + (4γ2 + 3ρ4) cos2(ϕ− Ω) + 4γρ2 cos3(ϕ− Ω)).

H ′(z) � êâàäðàòè÷íàÿ ïî z ôóíêöèÿ. Âû÷èñëèì àáñöèññó âåðøèíû ïàðàáîëû zx :

zx =
γ + 4ρ2 cos(ϕ− Ω) + 2γ cos2(ϕ− Ω)

3γ
.

Òàê êàê

3γ(zx − 1) = 2 cos(ϕ− Ω)

(
ρ2 + ρ2 − γ sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)

)
,

òî â ñèëó (49) èìååì, ÷òî zx > 1. Íàéäåì çíà÷åíèå H ′(1):

H ′(1) = γρ2

(
ρ2 + ρ2 sin2(ϕ− Ω) + 4 cos2(ϕ− Ω)

(
ρ2 − γ sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)

))
.

Â ñèëó (49) ïîëó÷àåì, ÷òî H ′(1) > 0. Èç òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïåðåä z2 â H ′(z)
ïîëîæèòåëåí, zx > 1 è H ′(1) > 0 äåëàåì âûâîä, ÷òî H ′(z) ïîëîæèòåëüíà ïðè
âñåõ z < 1. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ H(z) íà îòðåçêå [−1, 1] ìîíîòîííà. À ïîñêîëüêó
H(−1)H(1) > 0 è H(z) � ìîíîòîííà íà [−1, 1], òî H(z) ñîõðàíÿåò çíàê íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ó óðàâíåíèÿ H(z) = 0 ïðè c = 0 è âûïîëíåíèè ñèñòåìû
(49) íåò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1].

Èç òåîðåì 8 è 9 è ëåìì 2 è 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. Íà ìíîæåñòâå L(0, γ, ϕ) ðàñïîëîæåíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü óñòîé-

÷èâîñòè è îäíà èëè äâå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ðèñ. 1.3: Êîëè÷åñòâî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðè c = 0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
a) c = 0, γ = 1.2, ϕ = 4.2; b) c = 0, γ = 1.7, ϕ = 0.2.

Èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìå 10 ñëóæèò ðèñóíîê 1.3. Íà ðèñóíêå 1.3 ÷åðíîé ñïëîø-
íîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì, à ñåðîé
ïóíêòèðíîé ëèíèåé � íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c 6= 0.

Ëåììà 4. Ïóñòü c 6= 0. Òîãäà òî÷êè ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ), äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíà ñèñòåìà (49), îáðàçóþò îäíó èëè äâå íåïóñòûõ ñâÿçíûõ îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ), äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (49), îáðàçóþò íåïóñòóþ ñâÿçíóþ
îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó (ωup, ρ

2
up). Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ äîïîë-

íèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (49) çàäàäóò íà ýòîé îáëàñòè
îäíó èëè äâå ïîäîáëàñòè. Äëÿ ýòîãî íàéäåì êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà
L(c, γ, ϕ) è ëèíèè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïóòåì çàìåíû çíàêà

”
>“ íà çíàê

”
=“ â ïåðâîì

íåðàâåíñòâå ñèñòåìû (56) (ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñè-
ñòåìû (49)).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ

ρ2(ρ2 − 1 + γ cosϕ− c(ω − cρ2 + γ sinϕ)) = (1 + c2)(γ2 − (ρ2 − 1 + γ cosϕ)2) (58)

è óðàâíåíèÿ (13). Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (58) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

ρ2(ρ2− 1 + γ cosϕ) + (1 + c2)((ρ2− 1 + γ cosϕ)2− γ2) = ρ2c(ω− cρ2 + γ sinϕ). (59)

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (59) â êâàäðàò, âûðàçèì âåëè÷èíó (ω−cρ2+γ sinϕ)2

èç óðàâíåíèÿ (13) :

(ρ2(ρ2 − 1 + γ cosϕ) + (1 + c2)((ρ2 − 1 + γ cosϕ)2 − γ2))2 =

= ρ4c2(γ2 − (ρ2 − 1 + γ cosϕ)2). (60)
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Ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ρ â óðàâíåíèè (60):

(1 + c2)(4 + c2)ρ8 + 4(1 + c2)(3 + c2)(−1 + γ cosϕ)ρ6 +
(
(3 + 2c2)2γ2+

+(1 + c2)(13 + 6c2)((−1 + γ cosϕ)2 − γ2)
)
ρ4 + (1 + c2)2

(
(−1 + γ cosϕ)2−

−γ2
)2

+ 2(1 + c2)(3 + 2c2)(−1 + γ cosϕ)((−1 + γ cosϕ)2 − γ2)ρ2 = 0.

(61)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (13), (58) äëÿ êàæäîãî êîðíÿ ρ2
∗ óðàâíåíèÿ (60) åñòü íå

áîëåå îäíîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ ω∗ òàêîãî, ÷òî ïàðà (ω∗, ρ
2
∗) ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ñèñòåìû (13), (58). Ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíî ρ2 óðàâíåíèå (61) ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è êàæäîìó êîðíþ (61) ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îä-
íîãî êîðíÿ ñèñòåìû (13), (58), òî òðåòüå íåðàâåíñòâî (56) çàäàåò íå áîëåå äâóõ
îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ). Òàê êàê â òî÷êå (ωup, ρ

2
up) âûïîëíÿþò-

ñÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (49), òî ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ),
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (56), ñ îáëàñòüþ, â êîòîðîé
âûïîëíÿþòñÿ âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (56), íåïóñòîå. À ïîñêîëüêó
ñèñòåìà (13), (58) çàäàåò îäíó èëè äâå îáëàñòè íà ìíîæåñòâå L(c, γ, ϕ), òî ñèñòå-
ìà (56) çàäàåò íå ìåíåå îäíîé è íå áîëåå äâóõ îáëàñòåé íà ìíîæåñòâå L(c, γ, ϕ).
×èñëåííî áûëî âûÿñíåíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå L(−9.5, 0.12, 3.5) ðàñïîëîæåíû äâå
îáëàñòè, äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðûõ âûïîëíåíà ñèñòåìà (56) âûïîëíåíà. Òàêèì
îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Íà ðèñóíêå 1.4 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû îäíîé è äâóõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
íà ýëëèïñå L(c, γ, ϕ). Çäåñü, êàê è ðàíåå, ÷åðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, à ñåðîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé � îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî äëÿ íèæíåé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 1.4.c), íå âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ýòîò ôàêò ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèå H(z) = 0 èìååò êîðíè íà îòðåçêå [−1, 1] â òî÷êàõ
êðàò÷àéøåé äóãè, ñîåäèíÿþùåé ýòè äâå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó äëÿ äàí-
íûõ òî÷åê ïðîâîäèëñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì.
Ñèñòåìà (27) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà ðåøàëàñü íà áîëüøîì ïðî-
ìåæóòêå èçìåíåíèÿ âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè,
÷òî äëÿ òî÷åê èç îáëàñòè (49) è âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(27) óñòîé÷èâû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îñòàëîñü íåèçâåñòíûì, ìîæåò ëè ýëëèïñ áûòü
ïîäåëåí íà ïÿòü îáëàñòåé: äâå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è òðè îáëàñòè íåóñòîé÷èâî-
ñòè, è ìîæåò ëè áûòü íà ýëëèïñå áîëåå äâóõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè (ïîñêîëüêó
ïîëó÷åííûå èç óñëîâèé (56) îáëàñòè òåîðåòè÷åñêè ìîãóò ðàçäåëèòüñÿ íà áîëüøåå
êîëè÷åñòâî ÷àñòåé çà ñ÷åò íàëè÷èÿ â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè êîðíåé
(28) ñî ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ìíèìîé ÷àñòüþ ïðè εm → 0). ×èñëåííûé
àíàëèç âûðàæåíèÿ H(z) íà îòðåçêå z ∈ [−1, 1] ïîêàçàë, ÷òî ïðè óñëîâèè âûïîë-
íåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (49) äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 1.4: Êîëè÷åñòâî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðè c 6= 0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
a) c = −2.3, γ = 0.7, ϕ = 4.1; b) c = 1, γ = 1.5, ϕ = 1; c) c = −9.5, γ = 0.12, ϕ = 3.5.

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî H(z) < −10−7 ïðè âñåõ z èç îòðåçêà [−1, 1]. Â ðåçóëüòà-
òå áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êîðíåé ó óðàâíåíèÿ
H(z) = 0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (49) ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.

1.2.5 Ñâîäêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 1.2

Ñóììèðóåì ïîëó÷åííûå âûâîäû.
1. Äîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè (ω, ρ2) ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-

ñòâî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ, êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åò-
íîå ÷èñëî ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì. òåîðåìû 5, 6, 7). Ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ýòèõ ðåøåíèé, çà-
âèñÿùåå îò ðàçðûâíîé ôóíêöèè θ(ω, ε).

2. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. òåîðåìó 8) è íåóñòîé÷èâî-
ñòè (ñì. òåîðåìó 9) ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðè÷åì â ñëó÷àå c = 0
íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

3. Äîêàçàíî, ÷òî íà ëþáîì ýëëèïñå L(c, γ, ϕ) îáÿçàòåëüíî åñòü õîòÿ áû îäíà
òî÷êà ñ óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè è õîòÿ áû îäíà ñ íåóñòîé÷èâûìè.

4. Â ñëó÷àå c = 0 àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îäíîñâÿçíà
(ñì. òåîðåìó 10).
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Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ïðîâåäåí àíàëèç ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ
öèêëîâ äëÿ äâóõ ðàñïðåäåëåííûõ ìîäåëåé � ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó
è ïî âðåìåíè. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ, ïîëó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äàííûõ ðåøåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè îòäåëüíûõ ðåøåíèé è îïèñàíà ãåîìåòðèÿ
ìíîæåñòâ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ìîäåëü
Ãèçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé è óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ áîëüøèì
çàïàçäûâàíèåì ðîäíèò íåñêîëüêî îáñòîÿòåëüñòâ.

Âî-ïåðâûõ, ó îáåèõ ñèñòåì åñòü ðåøåíèÿ â âèäå àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ.
Âî-âòîðûõ, ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.
Â-òðåòüèõ, â îáåèõ ìîäåëÿõ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ãèïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòü (òî

åñòü ìîæíî äîáèòüñÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé).
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Ãëàâà 2

Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü

íåïðåðûâíûõ âîëí â ìîäåëÿõ ëàçåðíîé

äèíàìèêè

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
âèäà íåïðåðûâíûõ âîëí äëÿ äâóõ ìîäåëåé ëàçåðíîé äèíàìèêè. Â îáåèõ ìîäåëÿõ
êëþ÷åâûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ îáõîäà ðåçîíàòîðà (âðåìÿ çà-
ïàçäûâàíèÿ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Äëÿ êàæäîé ìîäåëè ïîñòðîåíî ñïå-
öèàëüíîå ìíîæåñòâî íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò

”
ãëàâíóþ ÷àñòü“ ðåøåíèÿ âèäà íåïðåðûâíîé âîëíû. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ âîëí ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ è èçó÷åíî ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà äàí-
íûõ ìíîæåñòâàõ.

2.1 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ âîëí â

ìîäåëè FDML ëàçåðà ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ëàçåðà ñ ñèíõðîíèçàöèåé ìîä â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå (â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòà àááðåâèàòóðà FDML [50,52,53]), ïðåäëîæåííóþ
À. Ã. Âëàäèìèðîâûì [74],

Ȧ+ A− i∆A =
√
κe(1−iα)G(t−T )/2A(t− T ),

Ġ = γ(g0 −G−G|A|2).

Çäåñü âñå ïàðàìåòðû ∆, α, κ, T , γ, g0 ïðèíèìàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè-
÷åì ïàðàìåòðû γ è g0 ïîëîæèòåëüíûå, 0 < κ < 1, à âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì T � 1.
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Îáîçíà÷èì ε = 1/T , òîãäà 0 < ε � 1, è ïðîèçâåäåì ïåðåíîðìèðîâêó âðåìåíè
t→ Tt. Ïîñëå çàìåíû A(t) = ei∆t/εa(t), ñèñòåìà ïðèìåò âèä

εȧ+ a =
√
κe(1−iα)G(t−1)/2a(t− 1)e−i∆/ε,

εĠ = γ(g0 −G−G|a|2).
(1)

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ðåøåíèé òèïà íåïðåðûâíîé âîëíû è èññëåäîâàíèÿ èõ íà
óñòîé÷èâîñòü.

2.1.2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé âèäà íåïðåðûâíûõ âîëí

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå íåïðåðûâíîé âîëíû:

a = ReiΦt, G = G0, (2)

ãäå R, Φ è G0 äåéñòâèòåëüíûå, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, R > 0 è G0 > 0. Âåëè÷èíó
R áóäåì èñêàòü â âèäå R = ρ + εv, à Φ â âèäå Φ = δ/ε + θ + Ω + 2πn + εd.
Çäåñü δ êîíñòàíòà, Ω � ïîñòîÿííàÿ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, n� öåëîå ÷èñëî, v = v(ε) è d = d(ε) íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå ïðè ε→
0 ôóíêöèè. Âåëè÷èíà θ = θ(∆, δ, ε) � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè èç ïîëóèíòåðâàëà
[0, 2π), òàêàÿ, ÷òî (∆ + δ)/ε + θ íàöåëî äåëèòñÿ íà 2π. Ïîäñòàâëÿÿ (2) â ñèñòåìó
(1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ R, Φ è G0

i(δ + ε(θ + Ω + 2πn) + ε2d) + 1 =
√
κ exp

(
g0(1− iα)

2(1 + (ρ+ εv)2)
− i(Ω + εd)

)
,

G0 = g0(1 + (ρ+ εv)2)−1.
(3)

Ïîñêîëüêó ε � ìàëûé ïàðàìåòð, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

iδ + 1 =
√
κ exp

(
g0/2(1− iα)(1 + ρ2)−1 − iΩ

)
. (4)

Ïóñòü
δ2 = κ exp(g0(1 + ρ2)−1)− 1. (5)

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû δ, ρ2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå Ω
èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π) òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

κeg0 − 1 > 0. (6)

Îáîçíà÷èì ρ2
max = g0 ln−1(κ−1) − 1. Åñëè óñëîâèå (6) âûïîëíåíî, òî äëÿ êàæäî-

ãî ρ2 ∈ [0, ρ2
max] ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå δ òàêîå, ÷òî (5) âûïîëíÿåòñÿ. Áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê (δ, ρ2), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5), ìíîæå-
ñòâîì Γ(κ, g0) (ñì. ðèñóíîê 2.1).
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Ðèñ. 2.1: Âèä êðèâîé Γ(κ, g0).

Âðåìåííî áóäåì ñ÷èòàòü θ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4)-(6). Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ (v0, d0) ôóíêöèé v(ε) è d(ε)

0 = −δd0 + g0ρ(1 + αδ)(1 + ρ2)−2v0,

Ω + 2πn+ θ = −d0 + g0ρ(α− δ)(1 + ρ2)−2v0.
(7)

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (7) ðàâíîìåðíî ïî θ èç [0, 2π] îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé v(ε) è d(ε) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è áóäóò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì θ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π) ñóùåñòâóþò òàêèå îãðàíè÷åííûå ïðè
ε→ 0 ôóíêöèè v(ε) è d(ε), ÷òî ðàâåíñòâî (3) áóäåò âåðíûì. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ
ëèøü ïîäñòàâèòü âìåñòî ôèêñèðîâàííîãî θ çíà÷åíèå ôóíêöèè θ(∆, δ, ε). Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6). Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè (δ0, ρ
2
0)

ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) è äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (2) óðàâíåíèÿ (1), ãäå R = ρ0+εv, Φ = δ0/ε+θ+Ω+2πn+εd,
G0 = g0(1 + (ρ0 + εv)2)−1.

2.1.3 Óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ âîëí

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå G = G0 âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) êàê ôóíêöèþ îò
|a|2:

G = g0(1 + |a|2)−1.
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Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1), ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ a:

εȧ+ a =
√
κ exp

(
g0(1− iα)

2(1 + |a(t− 1)|2)

)
a(t− 1)e−i∆/ε. (8)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ó ýòîãî
óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèå

a = (ρ+ εv) exp[i(δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd)t]. (9)

Ìû áóäåì èñêàòü òàêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè), ÷òî äëÿ êàæäîãî
öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ðåøåíèÿ âèäà
(9) óðàâíåíèÿ (8) áóäóò óñòîé÷èâûìè (íåóñòîé÷èâûìè) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
C[−1, 0] [15, 82].

Ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (8) íà ðåøåíèè (9). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå
äàííîãî ðåøåíèÿ a = (ρ+εv) exp[i(δ/ε+θ+Ω+2πn+εd)t](1+z), ãäå z = z1 + iz2,
z1 è z2 äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

εż =
√
κ exp

(
g0(1− iα)

2(1 + (ρ+ εv)2)
− i(Ω + εd)

)(
z(t− 1)− z−

− g0(1− iα)(ρ+ εv)2

(1 + (ρ+ εv)2)2
z1(t− 1)

)
.

Ïîëüçóÿñü ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3), ïîëó÷àåì, ÷òî
√
κ exp (W ) cos (ξ) = 1,

−
√
κ exp (W ) sin (ξ) = δ + ε(Ω + θ + 2πn) + ε2d,

(10)

ãäå W = g0/2(1 + (ρ + εv)2)−1, à ξ = Ω + εd + g0α/2(1 + (ρ + εv)2)−1. Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâà (10), ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì

ε2λ2 − 2ελ

(
e−λ − 1− e−λ g0(ρ+ εv)2

2(1 + (ρ+ εv)2)2
(1 + α(δ + ε(Ω + θ + 2πn) + ε2d))

)
+

+ κ exp

(
g0

1 + (ρ+ εv)2

)(
e−λ − 1

)(
e−λ − 1− e−λ g0(ρ+ εv)2

(1 + (ρ+ εv)2)2

)
= 0. (11)
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Èçó÷åíèå ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî èçó÷èòü
ðàñïîëîæåíèå êîðíåé êâàçèïîëèíîìà (11). Òàê êàê ìû ëèíåàðèçîâûâàëè óðàâíå-
íèå (8) íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè, òî ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ åñòü êîðåíü λ = 0. Ïîýòîìó ðå÷ü ïîéäåò îá îðáèòàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (9). Äàëåå áóäåì èçó÷àòü ðàñïîëîæåíèå îñòàëüíûõ êîðíåé
äàííîãî êâàçèïîëèíîìà. Åñëè âñå îíè áóäóò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïî-
ëóïëîñêîñòè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε,
òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü óñòîé÷èâîñòü. Åñëè æå ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíè-
ÿõ ε > 0 íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî
ýòî áóäåò îçíà÷àòü íåóñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (9) óðàâíåíèÿ (8).

Ïóñòü λ∗ = λ∗(ε) � íåêîòîðûé êîðåíü (11). Òîãäà ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû òðè
âàðèàíòà.
Ñëó÷àé 1. εmλ∗ → 0 íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî εm → 0.
Ñëó÷àé 2. εmλ∗ → const 6= 0 íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî
εm → 0.
Ñëó÷àé 3. |εmλ∗| → ∞ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî εm → 0.

Èç óðàâíåíèÿ (11) âèäíî, ÷òî â òðåòüåì ñëó÷àå Reλ∗ → −∞ ïðè εm → 0.
Ïîýòîìó äàííûé ñëó÷àé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ïåðâûå äâà âàðèàíòà.
Ñëó÷àé 1. Ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû 3 âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ λ∗.

à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

λ∗ → 0 ïðè εml
→ 0.

á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

λ∗ → const 6= 0 ïðè εml
→ 0.

â) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

|λ∗| → ∞ è εml
λ∗ → 0 ïðè εml

→ 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1.à). Ïîñêîëüêó ìû ëèíåàðèçîâûâàëè çàäà÷ó íà ïåðèîäè÷å-
ñêîì ðåøåíèè, òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ åñòü êîðåíü λ = 0 êðàòíîñòè
îäèí, êîòîðûé íà óñòîé÷èâîñòü íå âëèÿåò.

Ïîñìîòðèì, ê êàêèì íåíóëåâûì êîíñòàíòàì ìîæåò ñòðåìèòüñÿ λ∗ ïðè εm → 0
(ñëó÷àé 1.á)). Ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

) (
e−λ − 1

) (
e−λ − 1− e−λg0ρ

2(1 + ρ2)−2
)

= 0. (12)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî λ∗ = 2πki+o(1), ëèáî e−λ∗ = (1−g0ρ
2(1+ρ2)−2)−1+o(1)

ïðè εml
→ 0.

46



Ïîäñòàâèâ â (11) ïðåäñòàâëåíèå λ∗ = 2πki+ελ1+ε2λ2, ãäå λ1 è λ2 � íåèçâåñòíûå
êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷èì, ÷òî

λ∗ = 2πki− (1 + αδ)2πkiκ−1 exp
(
−g0(1 + ρ2)−1

)
ε+ i Imλ2ε

2 + 2π2k2
(

2(1+

+ ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ
2(1 + αδ)2

)
(g0κ

2ρ2)−1 exp
(
−2g0(1 + ρ2)−1

)
ε2 +O(ε3). (13)

Òîãäà ïðè óñëîâèè îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ (òî åñòü ïðè Reλ2 6= 0) èç ôîðìóëû (13)
ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

2(1 + ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ
2(1 + αδ)2 < 0. (14)

Ïóñòü â (12) çàíóëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðåíü λ∗
íàõîäèëñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

g0ρ
2(1 + ρ2)−2 < 2. (15)

Åñëè 0 < g0 < 8, òî óñëîâèå (15) âûïîëíÿåòñÿ, à åñëè g0 > 8, òî óñëîâèå (15)
ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè  ρ2 <

g0−4−
√
g0(g0−8)

4 ,

ρ2 >
g0−4+

√
g0(g0−8)

4 .
(16)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1.â). Èç óðàâíåíèÿ (11) ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ εml
λ∗ → 0

è Reλ∗ → +∞ ïðè εml
→ 0 íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî íè íà êàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εml
→ 0. Ñëó÷àé ñòðåìëåíèÿ Reλ∗ → −∞ èíòåðåñà íå ïðåä-

ñòàâëÿåò. Ïîýòîìó íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εml
âåëè÷èíà Reλ∗ ñòðåìèòñÿ

ê íåêîòîðîé êîíñòàíòå, à Imλ∗ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè εml
→ 0. Âûäå-

ëèì â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåñêîëüêî (âîçìîæíî, ñ÷åòíîå ÷èñëî) ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé {εj} òàêèõ, ÷òî äðîáíàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ Imλ∗/(2π) ïðèíèìàåò
îäèíàêîâîå (äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîå) çíà÷åíèå äëÿ âñåõ j = 1, 2 . . ..
Òîãäà íà êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εj ñóùåñòâóåò ïðåäåë âûðàæåíèÿ e−λ, ðàâ-
íûé e−α, ïðè÷åì α óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (12). Ïîñêîëüêó α óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (12), òî ëèáî êîðåíü λ∗ íàõîäèòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà εj > 0 (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16)), ëèáî
λ∗ = 2πk(εj)i + o(1), ãäå k(εj) → ∞, εjk(εj) → 0 ïðè εj → 0 è k(εj) ïðèíèìàåò
òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì â ïîñëåäíåé ñèòóàöèè êîðåíü λ∗ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ∗ = 2πk(εj)i+ λk,1 + iλk,2, (17)
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ãäå äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû λk,1 è λk,2 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè εj → 0. Ïóñòü
µ = εk(ε), òîãäà µ → 0 è ε = o(µ) ïðè ε → 0. Ïîäñòàâëÿÿ (17) â óðàâíåíèå (11),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

−4π2µ2 +o(µ2)−2
(
2πµi+ελk,1 +ελk,2i

)(
− g0ρ

2(1 + αδ)

2(1 + ρ2)2
+O(ε)+

(
−λk,1−iλk,2+

+
λ2
k,1

2
+ iλk,1λk,2 −

λ2
k,2

2

)(
1− g0ρ

2(1 + αδ)

2(1 + ρ2)2

)
+O(λ3

k,1 + λ3
k,2)

)
+ κ exp

(
g0

1 + ρ2
−

− 2g0ρ

(1 + ρ2)2
εv +O(ε2)

)(
− λk,1 − iλk,2 +

λ2
k,1

2
+ iλk,1λk,2 −

λ2
k,2

2
+O(λ3

k,1 + λ3
k,2)

)
·

·

(
− g0ρ

2

(1 + ρ2)2
− 2g0ρ(1− ρ2)

(1 + ρ2)3
εv +

(
− λk,1 − iλk,2 +

λ2
k,1

2
+ iλk,1λk,2 −

λ2
k,2

2
+

+O(λ3
k,1 + λ3

k,2)

)(
1− g0ρ

2

(1 + ρ2)2
− 2g0ρ(1− ρ2)

(1 + ρ2)3
εv

)
+O(ε2)

)
= 0. (18)

Âûïèøåì
”
ãëàâíûå“ ÷ëåíû àñèìïòîòèêè:

2πµig0ρ
2(1 + αδ)(1 + ρ2)−2 + κ exp(g0(1 + ρ2)−1)(λk,1 + iλk,2)g0ρ

2(1 + ρ2)−2 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî λk,2 = O(µ), λk,1 = o(µ), λk,2 = λk,20 + λk,21, ãäå λk,21 = o(µ)
è

λk,2 = −2πµ(1 + αδ)κ−1 exp(−g0(1 + ρ2)−1).

Ïîäñòàâèâ ýòè ðàâåíñòâà â óðàâíåíèå (18), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (5) íàéäåì óðàâíå-
íèå äëÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ λ∗:

2π2µ2

κ exp(g0(1 + ρ2)−1)

(
−2δ2(1 + α2) + (1 + αδ)2 g0ρ

2

(1 + ρ2)2

)
+

+ κ exp(g0(1 + ρ2)−1)
g0ρ

2

(1 + ρ2)2
(λk,1 + iλk,21) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ µ êîðåíü λ∗ áóäåò èìåòü âèä

λ∗ = 2πk(εj)i−
2π(1 + αδ)i

κ exp (g0(1 + ρ2)−1)
µ+

+
2π2(2(1 + ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ

2(1 + αδ)2)

g0κ2ρ2 exp (2g0(1 + ρ2)−1)
µ2 + o(µ2).
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Çàìåòèì, ÷òî âíóòðè o(µ2) íå ñîäåðæèòñÿ íîìåðîâ êîðíåé, ïîýòîìó äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè λ∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî íîìåðó k. Â ñèëó (14) êîðåíü
λ∗ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ñëó÷àé 2. εmλ∗ → const 6= 0 ïðè εm → 0.
Ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû 2 âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ λ∗ :

à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

Reλ∗ → +∞ ïðè εml
→ 0;

á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

Reλ∗ → const ≥ 0, à Imλ∗ →∞ ïðè εml
→ 0.

Ïóñòü Reλ∗ → +∞ è lim
εml
→0
εml

λ∗ = s. Òîãäà ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

s2 + 2s+ κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
= 0. (19)

Ïîñêîëüêó ó óðàâíåíèÿ (19) êîðíè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ñëó÷àé 2.à) íåâîç-
ìîæåí.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2.á). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü lim
εml
→0
|e−λ∗| = b, à íà íåêî-

òîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εmlr
→ 0 èìååì lim

εmlr
→0
εmlr

Imλ∗ = β. Î÷åâèäíî, ÷òî

β 6= 0 è 0 < b ≤ 1. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ íåêîòîðîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà
[0, 2π). Òîãäà ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä

− β2 − 2iβ
[
be−iϕ

(
1− 1/2(1 + αδ)g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)
− 1
]

+

+ κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
(be−iϕ − 1)

(
be−iϕ

(
1− g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)
− 1
)

= 0. (20)

Çäåñü ϕ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç [0, 2π), ïîñêîëüêó Imλ∗ →∞. Åñëè
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè (b, ϕ) èç (0, 1]× [0, 2π) ó óðàâíåíèÿ (20) íå áóäåò äåéñòâèòåëü-
íûõ êîðíåé β, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, òî ó óðàâíåíèÿ (11) íå áóäåò êîðíåé â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè è íà ìíèìîé îñè èç ñëó÷àÿ 2.á).

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â óðàâíåíèè (20):

β2 + 2βb sinϕ
(
1− 1/2g0ρ

2(1 + αδ)(1 + ρ2)−2
)

= κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

) (
(b cosϕ−

− 1)
(
−1 + b cosϕ

(
1− g0ρ

2(1 + ρ2)−2
))
− b2 sin2 ϕ

(
1− g0ρ

2(1 + ρ2)−2
) )
, (21)

β
(
1− b cosϕ(1− 1/2g0ρ

2(1 + αδ)(1 + ρ2)−2)
)

= κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
b sinϕ×

×
(
b cosϕ

(
1− g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)
− 1 + 1/2g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)
. (22)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (22). Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïðè β ðàâåí íóëþ, òî åñòü âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî

b cosϕ = (1− 1/2g0ρ
2(1 + αδ)(1 + ρ2)−2)−1. (23)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (22) èìåëî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (22) òîæå ðàâíÿëàñü íóëþ.

Ïóñòü sinϕ 6= 0. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (23) è

b cosϕ(1− g0ρ
2(1 + ρ2)−2)− 1 + 1/2g0ρ

2(1 + ρ2)−2 = 0. (24)

Âûðàæàÿ b cosϕ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è îáîçíà÷àÿ 1/2g0ρ
2(1+ρ2)−2 çà x, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå
(1− 2x)− (1− x)(1− x(1 + αδ)) = 0.

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè x ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé êîðåíü x = αδ(1+
αδ)−1. Îòñþäà b cosϕ = 1/(1−αδ). Èç óñëîâèé x > 0 è |b cosϕ| < 1 ïîëó÷àåì, ÷òî[

αδ < −1,
αδ > 2.

(25)

Òîãäà óðàâíåíèå (21) ïðèíèìàåò âèä

−β2 − 2βb sinϕ(1− αδ) + κ exp

(
g0

1 + ρ2

)(
α2δ2

α2δ2 − 1
+ b2 sin2 ϕ

αδ − 1

αδ + 1

)
= 0. (26)

Â ñèëó óñëîâèÿ (25) óðàâíåíèå (26) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ β ðàçíûõ
çíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ (25) è

1/2g0ρ
2(1 + ρ2)−2 = αδ/(1 + αδ) (27)

ñèñòåìà (21), (22) èìååò äåéñòâèòåëüíûå íåíóëåâûå êîðíè β.
Ïóñòü òåïåðü sinϕ = 0. Òîãäà cosϕ = ±1. Óðàâíåíèå (21) ïðèíèìàåò âèä

β2 = κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
(±b− 1)

(
−1± b

(
1− g0ρ

2(1 + ρ2)−2
))
.

Ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ òðåõ ñîìíîæèòåëåé îòðèöàòåëüíî (ò.ê. |b| < 1), à çà ñ÷åò
âûáîðà çíàêà ïåðåä b â ÷åòâåðòîì ñîìíîæèòåëå, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî è îí
áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, êîòîðîå íàäî ïðîâåðèòü,
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (23) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè[

αδ < −1,
αδ > 4(1 + ρ2)2(g0ρ

2)−1 − 1.
(28)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè (28) ó ñèñòåìû (21), (22) åñòü íåíóëåâûå êîðíè β.
Ïîñìîòðèì, âîçìîæíà ëè ñèòóàöèÿ, êîãäà â òî÷êå (δ, ρ2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(27) è
2 < αδ < 4(1 + ρ2)2(g0ρ

2)−1 − 1. (29)
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Èç óñëîâèÿ (29) ñëåäóåò, ÷òî

g0ρ
2(1 + ρ2)−2 < 4/3.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî (27) â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå αδ < 2. Ïîýòîìó ñèñòåìà (27), (29) íåñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

−1 < αδ < 4(1 + ρ2)2(g0ρ
2)−1 − 1. (30)

Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (30) íå óäàåòñÿ ñôîð-
ìóëèðîâàòü âûâîäîâ îá óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü òåïåðü êîýôôèöèåíò ïðè β â óðàâíåíèè (22) îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà β
íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå èç óðàâíåíèÿ (22) çíà-
÷åíèå β â óðàâíåíèå (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
cosϕ. Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå âìåñòî (δ, ρ2) âåðõíþþ òî÷êó êðèâîé Γ(κ, g0).
Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ â äàííîé òî÷êå ðàâíî

g−1
0 (1− b cosϕ)

(
g0 + b cosϕ(−g0 + g0 ln(κ−1)− ln2(κ−1))

)(
4g2

0 + b2g2
0 ln2(κ−1)−

− 2b2g0 ln3(κ−1) + b2 ln4(κ−1) + 4bg0 cosϕ
(
− 2g0 + g0 ln(κ−1)− ln2(κ−1)

)
−

− 4b2g0 cos2 ϕ
(
− g0 + g0 ln(κ−1)− ln2(κ−1)

))(
2g0 + b cosϕ

(
− 2g0 + g0 ln(κ−1)−

− ln2(κ−1)
))−2

. (31)

Ëåììà 5. Ïóñòü â òî÷êå (0, g0/ ln(κ−1) − 1) êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíî óñëîâèå
(15). Òîãäà âûðàæåíèå (31) íå ðàâíî íóëþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðû (b, cosϕ) èç
(0, 1]× [−1, 1] è β 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ìíîæèòåëü (31), î÷åâèäíî, íå ðàâåí íóëþ. Ðàâåíñòâî
íóëþ âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîðåíü β = 0, ÷åãî íå ìîæåò
áûòü â ñèëó îïðåäåëåíèÿ β. Òàê êàê â òî÷êå (0, g0/ ln(κ−1)−1) âûïîëíåíî óñëîâèå
(15), òî âåðíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0 < g0 ln(κ−1)− ln2(κ−1) < 2g0. (32)

Ïîýòîìó òðåòèé ìíîæèòåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëü (31) íå ðàâíû 0. Ðàññìîòðèì
÷åòâåðòûé ìíîæèòåëü. Ñäåëàåì çàìåíó z = cosϕ, òîãäà ïîëó÷èì êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí f(z), ãäå íîâàÿ ïåðåìåííàÿ z èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [−1, 1]. Äîêàæåì,
÷òî ó óðàâíåíèÿ f(z) = 0 íåò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1]. Åñëè êîýôôèöèåíò ïåðåä
z2 â êâàäðàòíîì òðåõ÷ëåíå ðàâåí 0, òî ó óðàâíåíèÿ f(z) = 0 åñòü åäèíñòâåííûé
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êîðåíü z = 1
b + b

4 . Î÷åâèäíî, îí áîëüøå åäèíèöû. Åñëè æå êîýôôèöèåíò ïåðåä z
2

íå ðàâåí íóëþ, òîãäà

f(1) = (−2g0 + b(2g0 − g0 ln(κ−1) + ln2(κ−1)))2,

f(−1) = (2g0 + b(2g0 − g0 ln(κ−1) + ln2(κ−1)))2.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (32) ïîëó÷àåì, ÷òî f(1) > 0 è f(−1) > 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
êîýôôèöèåíò ïðè z2 îòðèöàòåëüíûé, òî, î÷åâèäíî, êîðíåé ó f(z) íà îòðåçêå [−1, 1]
íåò. Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïðè z2 ïîëîæèòåëüíûé. Àñáöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû f(z)
ðàâíà

b−1(2g0 − g0 ln(κ−1) + ln2(κ−1))(2g0 − 2g0 ln(κ−1) + 2 ln2(κ−1))−1.

Â ñèëó óñëîâèÿ (32) è ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà ïåðåä z2, àáñöèññà âåðøè-
íû ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ ïðàâåå åäèíèöû. Òàê êàê ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà âåòâÿìè
ââåðõ, f(1) > 0 è àácöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû ïðàâåå åäèíèöû, òî íà âñåì îòðåçêå
[−1, 1] ôóíêöèÿ f(z) ïîëîæèòåëüíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå óñëîâèé (14), (15) è (30) â âåðõíåé òî÷êå êðèâîé
Γ(κ, g0) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ó êâàçèïîëèíîìà (11) íå áóäåò êîðíåé íà ìíèìîé îñè è
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè â ýòîé òî÷êå êðèâîé Γ(κ, g0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî,
÷òîáû êîðíè îêàçàëèñü â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè èëè íà ìíèìîé îñè â äðóãîé òî÷-
êå êðèâîé Γ(κ, g0), ñíà÷àëà îíè äîëæíû ïåðåñå÷ü ìíèìóþ îñü â íåêîòîðîé òî÷êå
êðèâîé Γ(κ, g0). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (21) è (22) ïðè b = 1 (ýòî
ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîðåíü êâàçèïîëèíîìà λ èç ñëó÷àÿ 2.á) áóäåò â ïðåäåëå
íàõîäèòüñÿ íà ìíèìîé îñè). Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ β èç óðàâíåíèÿ (22) â óðàâ-
íåíèå (21), äîìíîæèâ âñå óðàâíåíèå íà íåíóëåâîé çíàìåíàòåëü è çàìåíèâ cosϕ íà
z, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî z:

w
((

16− 8(2 + αδ)y + 2(2 + 3αδ + α2δ2)y2 − (1 + αδ)2y3 + w(−4 + 8y − 3y2)
)
z+

+ 4(1− y)(−2−w + (1 + αδ)y)z2 +w(−2 + y)2 − 2(4− 2(1 + αδ)y + (1 + αδ)y2)+

+ 4w(−1 + y)2z3
)

(1− z) = 0. (33)

Çäåñü w = κ exp(g0(1 + ρ2)−1), à y = g0ρ
2(1 + ρ2)−2. Ïåðâûé ìíîæèòåëü (33),

î÷åâèäíî, íå ðàâåí íóëþ, ðàâåíñòâî òðåòüåãî ìíîæèòåëÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó
β, ïîýòîìó íàñ íå èíòåðåñóåò. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Îáîçíà÷èì åãî çà
q(z). Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ (14), (15) è (30) âûïîëíåíû. Íàéäåì
q(−1) è q(1):

q(−1) = (−2 + y)(−4 + (1 + αδ)y)2,
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q(1) = −y2(2(1− w − α2δ2) + (1 + αδ)2y).

Â ñèëó óñëîâèé (5), (14), (15) è (30) ïîëó÷àåì, ÷òî q(−1) < 0 è q(1) < 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì q(z) íå èìåë êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1], íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó äàííîé ôóíêöèè íå áûëî íåîòðèöàòåëüíîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [−1, 1]. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ � ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ
çàäà÷à äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êè êðèâîé Γ(κ, g0).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 12 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü â òî÷êå (0, ρ2
max) êðèâîé

Γ(κ, g0) âûïîëíåíî óñëîâèå (15). Ïóñòü â òî÷êå (δ0, ρ
2
0) êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (14), (15), (30), à óðàâíåíèå q(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1]
äëÿ âñåõ òî÷åê äóãè êðèâîé Γ(κ, g0), ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (0, ρ2

max) è (δ0, ρ
2
0). Òîãäà

äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå
(9) óðàâíåíèÿ (8) ñ δ = δ0 è ρ

2 = ρ2
0 óñòîé÷èâî.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ââåäåì ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü
íåðàâåíñòâ [

2(1 + ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ
2(1 + αδ)2 > 0,

g0ρ
2(1 + ρ2)−2 > 2.

(34)

Òåîðåìà 13 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü â òî÷êå (δ0, ρ
2
0) êðè-

âîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíî óñëîâèå (34). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò

òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (9) óðàâíåíèÿ (8) ñ δ = δ0 è

ρ2 = ρ2
0 íåóñòîé÷èâî.

2.1.4 Ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (δ0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè, åñëè âñå ðåøåíèÿ (9) óðàâíåíèÿ (8) c ρ2 = ρ2
0 è δ = δ0 óñòîé÷èâû

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé α = 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ðàñïîëîæåíèÿ îáëà-

ñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0) óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè.

Ëåììà 6. Ïóñòü α = 0. Òîãäà óñëîâèÿ (14), (15), (30) â çàâèñèìîñòè îò κ è g0

çàäàþò îò íóëÿ äî òðåõ îáëàñòåé íà êðèâîé Γ(κ, g0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî îáëàñòåé íà êðèâîé Γ(κ, g0) ìîæåò çàäà-
âàòü óñëîâèå (14). Ïðè α = 0 c ó÷åòîì (5) óñëîâèå (14) áóäåò ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ

κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
− 1− 1/2g0ρ

2(1 + ρ2)−2 < 0. (35)

53



Çàìåòèì, ÷òî ïðè ρ2 = 0 óñëîâèå (35) íå âûïîëíÿåòñÿ, à ïðè ρ2 = ρ2
max äàííîå

óñëîâèå âåðíî. Îáîçíà÷èì çà ρ2
∗ òàêîå çíà÷åíèå ρ

2, ïðè êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü (35)
ðàâíà íóëþ. Òîãäà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî ρ2 â òî÷êå ρ2

∗:(
κ exp

(
g0

1 + ρ2

)
− 1− g0ρ

2

2(1 + ρ2)2

)′
ρ2

∣∣∣∣∣
ρ2=ρ2∗

= −g0(3 + (4 + g0)ρ
2
∗ + ρ4

∗)

2(1 + ρ2
∗)

4
.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà âî âñåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ ëåâàÿ
÷àñòü (35) ðàâíà íóëþ, òî íà ñàìîì äåëå òî÷êà ρ2

∗ åäèíñòâåííà è ëåæèò ñòðîãî
âíóòðè îòðåçêà [0, ρ2

max]. Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå (14) ïðè α = 0 çàäàåò îäíîñâÿç-
íóþ îáëàñòü íà êðèâîé Γ(κ, g0), îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì

ρ2
∗ < ρ2 < ρ2

max. (36)

Ïóñòü 0 < g0 < 8, òîãäà óñëîâèå (15), è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (30) âûïîëíÿ-
þòñÿ. Ïîýòîìó ïðè α = 0 è 0 < g0 < 8 óñëîâèÿ (14), (15), (30) çàäàþò îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü íà êðèâîé Γ(κ, g0), îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì (36).

Ïóñòü g0 > 8. Îáîçíà÷èì êàê ρ2
L è ρ

2
R òàêèå çíà÷åíèÿ ρ2, ÷òî

ρ2
L = (g0 − 4−

√
g0(g0 − 8))/4, ρ2

R = (g0 − 4 +
√
g0(g0 − 8))/4.

Î÷åâèäíî, ÷òî
0 < ρ2

L < ρ2
R. (37)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (15) è α = 0 óñëîâèå (30) âåðíî.
Ðàññìîòðèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå çíà÷åíèé ρ2

L, ρ
2
R, ρ

2
∗ è ρ

2
max. Ó÷èòûâàÿ óñëî-

âèÿ (36) è (37), ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìîæíû 6 ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé:

I : ρ2
L < ρ2

R < ρ2
∗ < ρ2

max,
II : ρ2

L < ρ2
∗ < ρ2

R < ρ2
max,

III : ρ2
L < ρ2

∗ < ρ2
max < ρ2

R,

IV : ρ2
∗ < ρ2

L < ρ2
R < ρ2

max,
V : ρ2

∗ < ρ2
L < ρ2

max < ρ2
R,

V I : ρ2
∗ < ρ2

max < ρ2
L < ρ2

R.

(38)

Îáëàñòè, êîòîðûå çàäàþò ïðè α = 0 è g0 > 8 óñëîâèÿ (14), (15) è (30):

I : ρ2
∗ < ρ2 < ρ2

max,

II : ρ2
R < ρ2 < ρ2

max,
III : ρ2 ∈ ∅,
IV : ρ2

∗ < ρ2 < ρ2
L èëè ρ2

R < ρ2 < ρ2
max,

V : ρ2
∗ < ρ2 < ρ2

L,
V I : ρ2

∗ < ρ2 < ρ2
max.

(39)
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Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé III ïîêàçûâàåò, ÷òî íà êðèâîé Γ(κ, g0) óñëîâèÿ (14), (15)
è (30) îäíîâðåìåííî íè äëÿ êàêîé òî÷êè êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò, â
ñëó÷àÿõ I, II è V I óñëîâèÿ (14), (15), (30) çàäàþò îäíîñâÿçíûå îáëàñòè íà êðèâîé,
â ñëó÷àå V íà êðèâîé Γ(κ, g0) äâå îáëàñòè, à â ñëó÷àå IV � òðè îáëàñòè íà êðèâîé.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ IV è V ïîëó÷àþòñÿ îáëàñòè, íå ñîäåðæàùèå âåðõíþþ
òî÷êó êðèâîé Γ(κ, g0). Äëÿ ýòèõ îáëàñòåé îðäèíàòà âåðõíåé òî÷êè ðàâíà ρ2

L, à
îðäèíàòà íèæíåé � ρ2

∗.

Ëåììà 7. Ïóñòü ρ2
∗ < ρ2

L < ρ2
max. Òîãäà ïðè α = 0 è ρ2 = ρ2

L ñèñòåìà (21), (22)
íå èìååò êîðíåé β, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (21), (22). Ïðè α = 0 è ρ2 = ρ2
L

êîýôôèöèåíò ïåðåä β â (22) íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà âûðàçèì β èç óðàâíåíèÿ (22),
ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (21), çàìåíèì cos2 ϕ íà u. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α = 0
è g0ρ

2
L/(1 + ρ2

L)2 = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî

κ exp
(
4(1−

√
1− 8/g0)

−1
)(

1+b2−2b2u+b4κ exp
(
4(1−

√
1− 8/g0)

−1
)
(u2−u)

)
= 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(u) = 1+b2−2b2u+b4κ exp
(

4(1−
√

1− 8/g0)
−1
)

(u2−u).

Íàéäåì h(1): h(1) = 1 − b2 > 0. Ñèòóàöèÿ h(1) = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ β =
0 è âîçìîæíà òîëüêî ïðè b = 1. Äîêàæåì, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû h(u) ïðàâåå
åäèíèöû. Àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû h ðàâíà

1 +
(

2 exp
(
−4(1−

√
1− 8/g0)

−1
)
− b2κ

)
/
(
2b2κ

)
.

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî ρ2
∗ < ρ2

L ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

κ < 2 exp
(
−4(1−

√
1− 8/g0)

−1
)
,

à b ∈ (0, 1], òî àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû h íàõîäèòñÿ ïðàâåå åäèíèöû. Ïîñêîëü-
êó h(1) > 0, à ãðàôèê ôóíêöèè h(u) � ïàðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ, òî ôóíêöèÿ h(u)
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà [0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñèñòåìû óðàâíåíèé (21), (22) íåò
êîðíåé β, îòëè÷íûõ îò íóëåâîãî. Ïîñêîëüêó íóëåâîé êîðåíü íàì íå ïîäõîäèò ïî
îïðåäåëåíèþ β, òî ó ñèñòåìû (21), (22) íåò êîðíåé â óñëîâèÿõ ëåììû 7.

Ëåììà 8. Ïóñòü α = 0. Ïóñòü â òî÷êå (δ, ρ2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (14), (15),
(30). Òîãäà óðàâíåíèå q(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, íà êîíöàõ îòðåçêà [−1, 1] ôóíêöèÿ
q(z) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (14), (15), (30).
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Ïîäñòàâèì â q(z) çíà÷åíèå α = 0, òîãäà âûðàæåíèå q(z) ïðèìåò âèä

q(z) = w(−2 + y)2− 2(4− 2y + y2) + (16− 16y + 4y2− y3 +w(−4 + 8y− 3y2))z−
− 4(−1 + y)(−2− w + y)z2 + 4w(−1 + y)2z3. (40)

Çäåñü, êàê è ðàíåå, w = κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)
, à y = g0ρ

2(1 + ρ2)−2. Ïåðåïèøåì
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (14), (15) â òåðìèíàõ w è y:{

1 < w < 1 + y/2,
0 < y < 2.

(41)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (15) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
(30).

Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè q(z) ëåæèò âíå èíòåðâàëà (−1, 1) ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé (14), (15), (30). Èìååì

q′(z) = −y3 +4y2−16y+16−w(3y2−8y+4)−8(1−y)(2−y+w)z+12w(1−y)2z2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòà ïåðåä z2. Äàííûé ñëó÷àé â
îáëàñòè (41) âîçìîæåí òîëüêî ïðè y = 1. Ïîäñòàâèì y = 1 â âûðàæåíèå äëÿ q′(z),
ïîëó÷èì, ÷òî q′(z) = 3 + w > 0. Ïîýòîìó ïðè z ∈ [−1, 1) âåðíî q(z) < q(1) < 0.
Cëåäîâàòåëüíî, ïðè y = 1 êîðíåé ó ôóíêöèè q(z) íà îòðåçêå [−1, 1] íåò.

Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïðè z îòëè÷åí îò íóëÿ (òî åñòü y 6= 1). Íàéäåì äèñêðèìè-
íàíò D ôóíêöèè q′(z):

D = 16(−1 + y)2(w2(4− 3y)2 + 4(−2 + y)2 + w(−32 + 40y − 12y2 + 3y3)).

Ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ äâóõ ñîìíîæèòåëåé D íåîòðèöàòåëüíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
y ∈ [0, 2]. Ðàññìîòðèì òðåòèé ñîìíîæèòåëü D êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñè-
òåëüíî w. Åãî äèñêðèìèíàíòD1 ðàâåí y3((1−y)(−64+16y−8y2)−5y3). Òàê êàê ïðè
y ∈ [0, 1] êîýôôèöèåíò ïåðåä w2 ïîëîæèòåëüíûé, òî â ñèëó íåïîëîæèòåëüíîñòè
D1 èìååì íåîòðèöàòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà D ïðè y ∈ [0, 1]. Ïóñòü y ∈ [1, 2]. Ïî-
ñòðîèì ãðàôèê òðåòüåãî ñîìíîæèòåëÿ D â îáëàñòè y ∈ [1, 2], w ∈ [1, 1 + y/2]. Êàê
âèäíî èç ðèñóíêà 2.2, â äàííîé îáëàñòè òðåòèé ñîìíîæèòåëü âûðàæåíèÿ D còðî-
ãî ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò D êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà q′(z) âî
âñåé îáëàñòè (41) íåîòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó ó äàííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñó-
ùåñòâóþò êîðíè. Òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè z2 ó ôóíêöèè q′(z) ïîëîæèòåëüíûé,
òî òî÷êå ìàêñèìóìà ôóíêöèè q(z) îòâå÷àåò ìåíüøèé êîðåíü q′(z).

Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü y ∈ (0, 1), òîãäà ìåíüøèé êîðåíü xL ôóíê-
öèè q′(z) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

xL =
2(2 + w − y)−

√
w2(4− 3y)2 + 4(−2 + y)2 + w(−32 + 40y − 12y2 + 3y3)

6w(1− y)
.
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Ðèñ. 2.2: Ãðàôèê òðåòüåãî ñîìíîæèòåëÿ D â îáëàñòè (y, w) ∈ [1, 2]× [1, 1 + y/2].

Ðàññìîòðèì y ∈ (0, 1/2]. Äîêàæåì àíàëèòè÷åñêè, ÷òî xL > 1. Â ñèëó ïîëîæèòåëü-
íîñòè çíàìåíàòåëÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü:

4−2y+w(6y−4) >
√
w2(4− 3y)2 + 4(−2 + y)2 + w(−32 + 40y − 12y2 + 3y3). (42)

Ëåâàÿ ÷àñòü (42) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ∈ (0, 1/2] ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé
ôóíêöèåé îò w, åå ìèíèìóì â ñèëó óñëîâèÿ (14) ïîëîæèòåëåí è ðàâåí y(2+3y). Ïî-
ñêîëüêó îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (42) ïîëîæèòåëüíû, âîçâåäåì íåðàâåíñòâî â êâàä-
ðàò. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì

3wy(8− 4y − y2 + w(−8 + 9y)) > 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè y ∈ (0, 1/2] è w ∈ [1, 1 + y/2] äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé îáëàñòè âåðíî íåðàâåíñòâî xL > 1.

Ïóñòü òåïåðü y ∈ [1/2, 1) è w ∈ [1, 1 + y/2]. Òîãäà èç ãðàôèêà xL â äàííîé
îáëàñòè (ñì. ðèñóíîê 2.3) âèäíî, ÷òî xL > 1. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè y ∈
(0, 1) è âûïîëíåíèè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (14), (15) ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè
q(z) ëåæèò âíå îòðåçêà [−1, 1].

Ïóñòü òåïåðü y ∈ (1, 2). Òîãäà xL íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

xL =
2(2 + w − y) +

√
w2(4− 3y)2 + 4(−2 + y)2 + w(−32 + 40y − 12y2 + 3y3)

6w(1− y)
.

Äîêàæåì àíàëèòè÷åñêè, ÷òî xL < −1 ïðè y ∈ (3/2, 2) è w ∈ (1, 1 + y/2). Ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü âèä√

w2(4− 3y)2 + 4(y − 2)2 + w(3y3 − 12y2 + 40y − 32) > 2(y−2+w(3y−4)). (43)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè y ∈ (3/2, 2) è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (14) ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (43) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé. Ïîýòîìó âîçâåäåì íåðàâåíñòâî (43) â
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Ðèñ. 2.3: Ãðàôèê xL â îáëàñòè (y, w) ∈ [1/2, 1)× [1, 1 + y/2].

êâàäðàò. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî

−3w(32 + w(4− 3y)2 − 40y + 12y2 − y3) > 0.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî òðåòèé ìíîæèòåëü îòðèöàòåëåí ïðè y ∈
(3/2, 2) è w ∈ (1, 1 + y/2). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y èç âûáðàííîãî èí-
òåðâàëà äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïî w. Ìàêñèìóì
äàííîé ôóíêöèè ðàâåí 48−56y+9y2 +(7y3)/2. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå
(3/2, 2) äàííîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó ïðè y ∈ (3/2, 2) è w ∈ (1, y/2)
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè q(z) ëåæèò âíå îòðåçêà [−1, 1].

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2.4, â îáëàñòè (y, w) ∈ (1, 3/2)×[1, 1+y/2] âåðíî íåðàâåí-
ñòâî xL < −1. Ïîýòîìó è ïðè y ∈ (1, 3/2) è w ∈ [1, 1 + y/2] ëîêàëüíûé ìàêñèìóì

Ðèñ. 2.4: Ãðàôèê xL â îáëàñòè (y, w) ∈ (1, 3/2)× [1, 1 + y/2].

ôóíêöèè q(z) ðàñïîëîæåí âíå îòðåçêà [−1, 1].
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Ïîñêîëüêó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (14) è (15) âåðíû íåðàâåíñòâà q(−1) < 0 è
q(1) < 0, à â îáëàñòè (41) ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè q(z) íàõîäèòñÿ âíå îòðåç-
êà [−1, 1], òî ôóíêöèÿ q(z) îòðèöàòåëüíà íà âñåì îòðåçêå [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå q(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1] â îáëàñòè (41) â óñëîâèÿõ
ëåììû.

Èç ëåìì 6, 7 è 8 ñëåäóåò

Ëåììà 9. Ïóñòü α = 0, ρ2
∗ < ρ2

L < ρ2
max. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå äóã êðèâîé

Γ(κ, g0) ñ ρ
2 ∈ (ρ2

∗, ρ
2
L) ñèñòåìà (21), (22) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ íåíóëåâûõ

êîðíåé β.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé ëåììû ââåäåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

I : 2 exp (g+) < κ < 1,
II : max {exp (g+) , 2 exp (g−)} < κ < 2 exp (g+) ,
III : 2 exp (g−) < κ < exp (g+) ,
IV : exp (g+) < κ < 2 exp (g−) ,
V : exp (g−) < κ < min {2 exp (g−) , exp (g+)} ,
V I : exp(−g0) < κ < exp (g−) .

(44)

Çäåñü g− = −4(1−
√

1− 8/g0)
−1, g+ = −4(1 +

√
1− 8/g0)

−1.

Ëåììà 10. Ïóñòü g0 > 8. Òîãäà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ ïîä íîìåðîì i (i = I, V I)
â ôîðìóëå (38) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ ïîä òåì æå íîìåðîì â

ôîðìóëå (44).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà κ > exp(−g0), à äëÿ äèññèïàòèâíîñòè ëàçåðíîé ñèñòåìû íåîá-
õîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà κ < 1.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì g0 > 8 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

2 exp (g+) < 1,
max {exp (g+) , 2 exp (g−)} < 2 exp (g+) ,
exp (g−) < min {2 exp (g−) , exp (g+)} ,
exp(−g0) < exp (g−) .

Óðàâíåíèå 2 exp (g−) = exp (g+) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü g0 íà [8,+∞). Ïîýòî-
ìó íåðàâåíñòâà (44) äåéñòâèòåëüíî çàäàþò øåñòü ñâÿçíûõ îáëàñòåé.

Âñïîìíèì, ÷òî ρ2
∗ < ρ2

max è ρ
2
L < ρ2

R. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâà íà ρ2
∗, ρ

2
max, ρ

2
L è

ρ2
R â òåðìèíàõ κ è g0.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû: ρ2
R < ρ2

∗;(
κ exp

(
g0(1 + ρ2)−1

)
− 1− 1/2g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)∣∣
ρ2=ρ2R

> 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ > 2 exp (g+).
Àíàëîãè÷íî, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåí-

ñòâà ρ2
L < ρ2

∗ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà(
κ exp

(
g0(1 + ρ2)−1

)
− 1− 1/2g0ρ

2(1 + ρ2)−2
)∣∣
ρ2=ρ2L

> 0.

Äàííîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó κ > 2 exp (g−).
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû: ρ2

R < ρ2
max;

κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)∣∣
ρ2=ρ2R

− 1 > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà κ > exp (g+).
Àíàëîãè÷íî, íåðàâåíñòâî ρ2

L < ρ2
max ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

κ exp
(
g0(1 + ρ2)−1

)∣∣
ρ2=ρ2L

− 1 > 0.

Äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè κ > exp (g−).
Ïîñëå òîãî, êàê äëÿ êàæäîãî íåðàâåíñòâà â òåðìèíàõ ρ2 íàéäåíî ñîîòâåòñòâó-

þùåå íåðàâåíñòâî â òåðìèíàõ κ è g0, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåììà 10 âåðíà.

Èç ëåìì 6�10 è òåîðåì 12, 13 ñëåäóåò òåîðåìà 14.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü 0 < g0 < 8 è exp(−g0) < κ < 1. Òîãäà íà êðèâîé Γ(κ, g0)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Òî÷êà (δ0, ρ

2
0) ïðèíàäëåæèò

ýòîé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè åñëè è òîëüêî åñëè ρ2
∗ < ρ2

0 < ρ2
max. Ïóñòü g0 > 8.

Òîãäà ðåøåíèå (9) óðàâíåíèÿ (8) c δ = δ0 è ρ2 = ρ2
0, ãäå (δ0, ρ

2
0) ïðèíàäëåæèò

Γ(κ, g0) è (g0, κ) ïðèíàäëåæèò i-îé îáëàñòè â (44), óñòîé÷èâî åñëè è òîëüêî

åñëè ρ2
0 óäîâëåòâîðÿåò i-ûì óñëîâèÿì â ôîðìóëå (39).

Èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìå 14 ñëóæàò ðèñóíêè 2.5, 2.6.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû êðèâûõ Γ(κ, g0) ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè

(ñì. ðèñóíîê 2.7). Íà ðèñóíêå 2.7 ÷åðíûì èçîáðàæåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, à
ñåðûì � îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ α 6= 0.
×òî êàñàåòñÿ íåðàâåíñòâà (14), òî îíî ìîæåò çàäàâàòü êàê îäíó îáëàñòü, òàê è

áîëüøåå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé. Â äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè òî÷åê
(±
√
κeg0 − 1, 0) (ðàçìåð îêðåñòíîñòè çàâèñèò îò κ, α è g0) íà êðèâîé Γ(κ, g0) äàí-

íîå íåðàâåíñòâî íåâåðíî, à â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, ρ2
max) îíî âåðíî. Â ”

ñðåäíèõ“
æå òî÷êàõ êðèâîé îíî ìîæåò áûòü êàê âåðíûì, òàê è íåâåðíûì (ñì. ðèñóíîê 2.8).
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Ðèñ. 2.5: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè 0 < g0 < 8 è îáëàñòè I−V I ïðè g0 > 8 â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
(g0, κ).

Ðèñ. 2.6: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè 0 < g0 < 8 è îáëàñòè I−V I ïðè g0 > 8 â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
(g0, κ). Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò ðèñóíêà 2.5.

Íåðàâåíñòâî (15) îò α íå çàâèñèò, è, êàê è ïðåæäå, ìîæåò çàäàâàòü îäíó, äâå
èëè òðè îáëàñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0).

Íåðàâåíñòâî (30) çàäàåò îäíó îáëàñòü íà êðèâîé Γ(κ, g0).
×òî êàñàåòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ q(z) = 0, òî âîçìîæíû ðàçëè÷-

íûå âàðèàíòû. Òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ: íåðàâåíñòâà (14), (15), (30) âûïîëíÿþòñÿ è
óðàâíåíèå q(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1]. Òàêæå âîçìîæíà ñèòóà-
öèÿ, êîãäà íåðàâåíñòâà (14), (15), (30) âûïîëíÿþòñÿ, à óðàâíåíèå q(z) = 0 èìååò
êîðíè íà îòðåçêå [−1, 1] (íàïðèìåð, κ = 0.056738, α = 3, g0 = 5, δ = 0.792275,
ρ2 = 0.489656). Åñëè æå êàêîå-òî èç íåðàâåíñòâ èç âåðíîãî ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì,
èëè, íàîáîðîò, èç íåâåðíîãî ñòàíîâèòñÿ âåðíûì, òî óðàâíåíèå q(z) = 0 îáÿçàòåëüíî
â ýòîé òî÷êå èìååò êîðíè íà îòðåçêå [−1, 1].

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâûõ
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δ

ρ2

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.7: Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0) ïðè α = 0. Çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ: a) κ = 0.01, g0 = 10; b) κ = 0.3, g0 = 3.5; c) κ = 0.007, g0 = 8.5; d) κ = 0.025, g0 = 8.01.

Γ(κ, g0) ïðè α 6= 0 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
1. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåçóëüòàò îá îáëàñòÿõ óñòîé÷èâîñòè äëÿ α = 0

ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ íåíóëåâîãî α. Ïðèìåð: κ = 0.04, g0 = 8.05, α = 0 è
α = 0.1

2. Ìîæåò âîçíèêàòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåøåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè δ è ρ2 (íà îäíîé
è òîé æå êðèâîé Γ(κ, g0)) ïðè ðàçíûõ α èìåþò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè:
óñòîé÷èâîìó ïðè α = 0 ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîå ïðè íåíóëåâîì α,
à íåóñòîé÷èâîìó ïðè α = 0 ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîå ïðè íåíóëåâîì α.
Ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.9. Íà ïðèâåäåííîì ïðèìåðå óñòîé÷èâîñòü òåðÿåò-
ñÿ çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (14) (êîòîðîå äëÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäàåò îäíó
îáëàñòü íà êðèâîé Γ(0.3, 3.5)).

3. Ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâîé êðèâàÿ Γ(κ, g0) áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó â îêðåñò-
íîñòè òî÷åê (±

√
κeg0 − 1, 0) íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14).

4. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â òî÷êå (0, ρ2
max) íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ α. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè â âåðõíåé òî÷êå óñëîâèå (15) âûïîëíåíî, òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà α êðèâàÿ Γ(κ, g0) ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâîé íå áóäåò.

5. Êðèâàÿ Γ(κ, g0) ïðè α 6= 0 ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâîé. Íàïðèìåð,
ïðè α = 0.1 â êàæäîé òî÷êå êðèâîé Γ(0.01, 10) íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé
(14), (15).
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Ðèñ. 2.8: Âåëè÷èíà âûðàæåíèÿ (14). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: a) α = −3.7, κ = 0.1, g0 = 10, b)
α = −3.1, κ = 0.1, g0 = 10.

δ δ

ρ ρ2 2

a) b)

Ðèñ. 2.9: Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
a)κ = 0.3, g0 = 3.5, α = 0 b) κ = 0.3, g0 = 3.5, α = −1.5.

2.1.5 Ñâîäêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 2.1

1. Äîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè (δ, ρ2) ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ κ è g0 (è íå çàâèñÿùåå îò çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà α) â âèäå

”
êîëîêîëà“, êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî

íåïðåðûâíûõ âîëí (ñì. òåîðåìó 11). Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε íàéäåíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ýòèõ ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò ðàçðûâíîé ôóíêöèè
θ(∆, δ, ε).

2. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. òåîðåìó 12) è íåóñòîé÷è-
âîñòè (ñì. òåîðåìó 13) àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðè÷åì â ñëó÷àå α = 0 íàéäåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âñÿ êðèâàÿ Γ(κ, g0) ïîë-
íîñòüþ óñòîé÷èâîé áûòü íå ìîæåò, íàéäåíû ïðèìåðû ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâûõ
êðèâûõ Γ(κ, g0).

4. Â ñëó÷àå α = 0 ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0) ìîæåò
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áûòü îò íóëÿ äî òðåõ âêëþ÷èòåëüíî. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíû ãðàíèöû ïîäîáëàñòåé
â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (g0, κ), â êàæäîé èç êîòîðûõ ñâîå ÷èñëî îáëàñòåé óñòîé÷è-
âîñòè. Áîëåå òîãî, â êàæäîé èç äàííûõ ïîäîáëàñòåé íàéäåíû êîîðäèíàòû (δ, ρ2)
ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè (ñì. òåîðåìó 14).

2.2 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ âîëí â

ìîäåëè ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ áîëüøèì

çàïàçäûâàíèåì

2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííóþ Ëýíãîì è Êîáàÿøè â ðàáîòå [60]

Ė = 1
2v(1 + iα)(y − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− T ),

ẏ = q − y − y|E|2.

Çäåñü ïàðàìåòðû v, γ, q ïîëîæèòåëüíû, âåëè÷èíà α äåéñòâèòåëüíàÿ, ïàðàìåòð
ϕ ïðèíàäëåæèò ïîëóèíòåðâàëó [0, 2π). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð T ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì: T � 1. Ñäåëàåì ïåðåíîðìèðîâêó âðåìåíè t → Tt è çàìåíó
ε = 1/T , òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè ïðèìåò âèä

εĖ = 1
2v(1 + iα)(y − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− 1),

εẏ = q − y − y|E|2. (45)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ε ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì: ε � 1. Â
äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé âèäà íåïðåðûâíîé âîëíû ó ìîäåëè Ëýíãà-Êîáàÿøè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε > 0.

2.2.2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé âèäà íåïðåðûâíûõ âîëí

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (45) â âèäå íåïðåðûâíîé âîëíû:

E = R exp(i∆t), y = Y. (46)

Çäåñü ïàðàìåòðû R, ∆, Y íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Êàê è ðàíåå, áóäåì èñêàòü âå-
ëè÷èíû R è ∆ â âèäå: R = (ρ + εw), ∆ = δ/ε + θ + Ω + 2πn + εd. Âåëè÷èíà δ
äåéñòâèòåëüíàÿ, ρ > 0, n � öåëîå ÷èñëî, Ω ïðèíàäëåæèò ïîëóèíòåðâàëó [0, 2π),
w = w(ε) è d = d(ε) äåéñòâèòåëüíûå, îãðàíè÷åííûå ïðè ε→ 0 ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ
θ = θ(ε, δ) îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì: îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïîëóèíòåðâà-
ëà [0, 2π) è δ/ε+ θ äåëèòñÿ íàöåëî íà 2π.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ R è ∆ â (46) è (45), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ âñåõ ôèãóðèðóþùèõ â (46) ïàðàìåòðîâ:

i(δ + ε(θ + Ω + 2πn) + ε2d) =
v

2
(1 + iα)

( q

1 + (ρ+ εw)2
− 1
)

+ γei(ϕ−Ω−εd),

Y = q(1 + (ρ+ εw)2)−1.
(47)

Òàê êàê ε � ìàëûé ïàðàìåòð, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

i(δ − 1/2vα(q(1 + ρ2)−1 − 1))− 1/2v(q(1 + ρ2)−1 − 1) = γ exp(i(ϕ− Ω)). (48)

Ïðèðàâíèâàÿ êâàäðàòû ìîäóëåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (48), ïîëó÷àåì
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ:

(δ − 1/2vα(q(1 + ρ2)−1 − 1))2 + 1/4v2(q(1 + ρ2)−1 − 1)2 = γ2. (49)

Ïóñòü çíà÷åíèÿ δ è ρ2 òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (49). Òîãäà äëÿ êàæäîãî
íàáîðà ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (45) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå Ω
èç [0, 2π), äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî (48) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Âðåìåííî çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå θ(ε) = θ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé w0 è d0 ôóíêöèé w(ε) è d(ε):

i(θ + Ω + 2πn) = −v(1 + iα)qρw0(1 + ρ2)−2 − γid0 exp(i(ϕ− Ω)).

Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå
óðàâíåíèé

0 = −vqρ(1 + ρ2)−2w0 + γ sin(ϕ− Ω)d0,
θ + Ω + 2πn = −vαqρ(1 + ρ2)−2w0 − γ cos(ϕ− Ω)d0.

(50)

Îïðåäåëèòåëü äàííîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) = 0. (51)

Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (50) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (47) äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî θ. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (50) îòëè÷åí îò íóëÿ ðàâ-
íîìåðíî ïî θ èç îòðåçêà [0, 2π], òî ìîæíî âìåñòî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ θ â
ôîðìóëó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (47) ïîäñòàâèòü ôóíêöèþ θ(ε).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå (51). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (48), ïîëó÷àåì, ÷òî

γ cos(ϕ− Ω) = −1/2v(q(1 + ρ2)−1 − 1),
γ sin(ϕ− Ω) = δ − 1/2vα(q(1 + ρ2)−1 − 1).

(52)
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Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (51) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

αδ = 1/2v(q(1 + ρ2)−1 − 1)(1 + α2). (53)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè (δ, (1 + ρ2)−1). Ïîýòîìó
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè (53) ñ ýëëèïñîì (49) ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ. Ïîäñòàâèâ
óñëîâèå (53) â (49), ïîëó÷èì, ÷òî â äàííûõ òî÷êàõ δ2

1,2 = γ2(1 + α2). Îòñþäà
îïðåäåëÿåì óñëîâèå íà ρ2

1,2

ρ2
1 = (v

√
1 + α2(q − 1)− 2αγ)/(v

√
1 + α2 + 2αγ),

ρ2
2 = (v

√
1 + α2(q − 1) + 2αγ)/(v

√
1 + α2 − 2αγ).

(54)

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü ρ2
1 è ρ

2
2. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ñðåäè ïðàâûõ ÷àñòåé (54) ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò íóëÿ
äî äâóõ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äóã ýëëèïñà (49) ñ ïðÿìîé (53)
ìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ (ñì. ðèñóíîê 2.10.a)), îäíîìó (ñì. ðèñóíîê 2.10.b)) èëè
äâóì (ñì. ðèñóíîê 2.10.c)).

δ

a) b)

c)

Ðèñ. 2.10: Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé (53) ñ äóãàìè ýëëèïñîâ (49). Çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ a) v = 1012, α = 0, q = 0.9, γ = 550; b) v = 1000, α = 1, q = 3, γ = 1100; c) v = 1030,
α = 0.25, q = 5, γ = 900.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

r = (1 + ρ2)−1.

Òîãäà ïåðåìåííàÿ r äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 1]. Óðàâíå-
íèå êðèâîé (49) ïðèìåò âèä

(δ − 1/2vα(qr − 1))2 + 1/4v2(qr − 1)2 = γ2. (55)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (55) çàäàåò ýëëèïñ íà ïëîñêîñòè (δ, r). Ó÷è-
òûâàÿ óñëîâèå

0 < r 6 1 (56)

è òî, ÷òî δ äîëæíî áûòü äåéñòâèòåëüíûì, ïîëó÷àåì óñëîâèå íà êîîðäèíàòó r òî÷êè
(δ, r) ýëëèïñà (55):

max{0, (v − 2γ)(vq)−1} 6 r 6 min{1, (v + 2γ)(vq)−1}. (57)

Èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè v, γ, q ñëåäóåò, ÷òî ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïÿòü
ñèòóàöèé (íå ñ÷èòàÿ ñëó÷àåâ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ):

I : 1 < (v − 2γ)(vq)−1,

II : 0 < (v − 2γ)(vq)−1 < 1 < (v + 2γ)(vq)−1,

III : (v − 2γ)(vq)−1 < 0 < 1 < (v + 2γ)(vq)−1,
IV : (v − 2γ)(vq)−1 < 0 < (v + 2γ)(vq)−1 < 1,
V : 0 < (v − 2γ)(vq)−1 < (v + 2γ)(vq)−1 < 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(v, α, q, γ) ìíîæåñòâî òî÷åê (δ, r), ïîëó÷àåìîå ïåðå÷åíèåì ýë-
ëèïñà (55) è ïîëîñû (56). Òîãäà, â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî I(v, α, q, γ) ïóñòîå,
âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ îäíà äóãà ýëëèïñà, â òðåòüåì � äâå
äóãè ýëëèïñà, à â ïÿòîì ñëó÷àå âåñü ýëëèïñ íàõîäèòñÿ âíóòðè ïîëîñû (56) (ñì. ðè-
ñóíîê 2.11). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé âèäà (46) óðàâíåíèÿ (45)
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

(v − 2γ)(vq)−1 < 1. (58)

Äàëåå áóäåì âåçäå ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïîñòðîåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (58). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî çíà-

÷åíèÿ n è êàæäîé òî÷êè (δ0, (1 + ρ2
0)
−1) íà êðèâîé (49), êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ,

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (46) óðàâíåíèÿ (45), ãäå
R = (ρ0 + εw), ∆ = δ0/ε+ θ+ Ω + 2πn+ εd, Y = q(1 + (ρ0 + εw)2)−1, à d = d(ε) è
w = w(ε) � íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå ïðè ε→ 0 ôóíêöèè.

Íèæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, òî åñòü áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òå òî÷êè ýëëèïñîâ, äëÿ êîòîðûõ cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) 6= 0.
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.11: Âèäû ìíîæåñòâ I(v, α, q, γ). a) ñëó÷àé II, b) ñëó÷àé III, c) ñëó÷àé IV, d) ñëó÷àé V.

2.2.3 Óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ âîëí

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

Âûðàçèì ðåøåíèå y = Y âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (45) êàê ôóíêöèþ îò |E|:

y = q(1 + |E|2)−1,

è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (45). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ E

εĖ = 1/2v(1 + iα)(q(1 + |E|2)−1 − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− 1). (59)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ó óðàâ-
íåíèÿ (59) åñòü ðåøåíèå

E0 = (ρ+ εw) exp[i(δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd)t]. (60)

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì èñêàòü òàêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè),
÷òîáû äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ðåøåíèå (60)
óðàâíåíèÿ (59) áûëî óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0]
[15, 82].
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Ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (59) íà ðåøåíèè (60). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
(59) âìåñòî E âûðàæåíèå E0(1 + z), ãäå z = z1 + iz2, z1 è z2 äåéñòâèòåëüíûå
ôóíêöèè. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

εż = −v(1+iα)q(ρ+εw)2(1+(ρ+εw)2)−2z1+γ exp(i(ϕ−Ω−εd))(z(t−1)−z). (61)

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (61):

εż1 = −pz1 + γ cos Ψ(z1(t− 1)− z1)− γ sin Ψ(z2(t− 1)− z2),
εż2 = αpz1 + γ sin Ψ(z1(t− 1)− z1) + γ cos Ψ(z2(t− 1)− z2),

ãäå p = vq(ρ+εw)2(1+(ρ+εw)2)−2, à Ψ = ϕ−Ω−εd. Òîãäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé z1 = P , z2 = Q)

ελ

(
P
Q

)
= B

(
P
Q

)
,

ãäå

B =

(
−p+ γ cos Ψ(e−λ − 1) −γ sin Ψ(e−λ − 1)
αp+ γ sin Ψ(e−λ − 1) γ cos Ψ(e−λ − 1)

)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííîå óðàâíåíèå èìåëî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû det(B− ελI) = 0, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàâåíñòâî íóëþ
ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

ε2λ2 + 2ελ

(
vq(ρ+ εw)2

2(1 + (ρ+ εw)2)2
− γ cos(ϕ− Ω− εd)(e−λ − 1)

)
+ γ2(e−λ − 1)2−

− vq(ρ+ εw)2

(1 + (ρ+ εw)2)2
(e−λ − 1)γ(cos(ϕ− Ω− εd) + α sin(ϕ− Ω− εd)) = 0. (62)

Èññëåäóåì ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà (62).

Èçó÷åíèå ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè, íåîáõîäèìî èçó÷èòü ðàñïîëî-
æåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà (62). Ïîñêîëüêó ìû ëèíåàðè-
çîâûâàëè óðàâíåíèå íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè, òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è ó êâàçèïîëèíîìà (62) áóäåò êîðåíü λ = 0. Ïîýòîìó ðå÷ü ïîéäåò îá
îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Èçó÷èì ðàñïîëîæåíèå îñòàëü-
íûõ êîðíåé. Åñëè ó êâàçèïîëèíîìà (62) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε
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âñå êîðíè êðîìå îäíîãî ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî îòñþäà áóäåò ñëå-
äîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè æå õîòÿ áû îäèí êîðåíü áóäåò â ïðàâîé êîì-
ïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ýòî ïîâëå÷åò íåóñòîé÷èâîñòü. Òàê êàê ïðè êàæäîì
çíà÷åíèè ε ñïðàâà îò ëþáîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé íà êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêî-
ñòè ðàñïîëàãàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé êâàçèïîëèíîìà (62) (ñì. [82]), òî
ñðåäè êîðíåé êâàçèïîëèíîìà åñòü êîðåíü (îäèí èëè íåñêîëüêî) ñ ìàêñèìàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Åñëè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ìàêñèìàëü-
íàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü âñåõ êîðíåé (êðîìå îäíîãî λ = 0 êðàòíîñòè îäèí) áóäåò
îòðèöàòåëüíàÿ, òî ýòî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü. Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäå-
íèå êîðíåé êâàçèïîëèíîìà íà âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ εm → 0. Åñëè
âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ êîðíè áóäóò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, çíà÷èò è
êîðåíü ñ ìàêñèìàëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ áóäåò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü λ∗ = λ∗(ε) � íåêîòîðûé êîðåíü (62). Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè
ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. εmλ∗ → 0 íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî εm → 0.
Ñëó÷àé 2. εmλ∗ → const 6= 0 íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî
εm → 0.
Ñëó÷àé 3. |εmλ∗| → ∞ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm} òàêîé, ÷òî εm → 0.

Îòìåòèì, ÷òî òðåòèé ñëó÷àé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò, òàê êàê èç (62) ñëåäóåò,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå Reλ∗ → −∞ ïðè εm → 0.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû 3 âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ λ∗.

à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

λ∗ → 0 ïðè εml
→ 0.

á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

λ∗ → const 6= 0 ïðè εml
→ 0.

â) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

|λ∗| → ∞ è εml
λ∗ → 0 ïðè εml

→ 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1.à). Ïîñêîëüêó ìû ëèíåàðèçîâûâàëè çàäà÷ó íà ïåðèîäè÷å-
ñêîì ðåøåíèè, òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ åñòü êîðåíü λ = 0 êðàòíîñòè
îäèí, êîòîðûé íà óñòîé÷èâîñòü íå âëèÿåò.

Îïðåäåëèì, ê êàêèì íåíóëåâûì êîíñòàíòàì ìîæåò ñòðåìèòüñÿ λ∗ ïðè εm → 0
(ñëó÷àé 1.á)). Ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

γ2(e−λ − 1)2 − vqρ2(1 + ρ2)−2(e−λ − 1)γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)) = 0. (63)

Êàê âèäíî èç (63), âåðíî ëèáî e−λ∗ = 1 + vqρ2γ−1(1 + ρ2)−2(cos(ϕ−Ω) +α sin(ϕ−
Ω)) + o(1), ëèáî λ∗ = 2πki + o(1). Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñèòóàöèþ. Äëÿ óñòîé÷è-
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âîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû |e−λ∗| > 1. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòðîãèå
íåðàâåíñòâà. Òîãäà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû çàäà÷è ïîëó÷èì íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè[

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) > 0,
cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) < −2γ(1 + ρ2)2(vq)−1ρ−2.

(64)

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ ñèòóàöèþ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå êîðíÿ
λ∗ = 2πki+ λ1ε+ λ2ε

2 +O(ε3) â êâàçèïîëèíîì (62). Çäåñü λ1 è λ2 � íåèçâåñòíûå
êîíñòàíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïîëó÷àåì, ÷òî

λ1 = −2πkiγ−1(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))−1,

λ2 =
2πki(1 + γd0(sin(ϕ− Ω)− α cos(ϕ− Ω)))

γ2(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))2
−

−2π2k2(−2(1 + α2)γ(1 + ρ2)2 sin2(ϕ− Ω) + qρ2v(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)))

γ2qρ2v(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))3
.

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî Reλ2 6 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî:

qρ2v

2(1 + ρ2)2
− (1 + α2)γ sin2(ϕ− Ω)

(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))
> 0. (65)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1.â). Â ýòîì ñëó÷àå ελ∗ → 0, ïîýòîìó â ïðåäåëå
êîðåíü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (63). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàíåå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ, ïîýòîìó ëèáî êîðåíü λ∗ áóäåò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
ïðè ìàëûõ ε, ëèáî îí áóäåò ïåðåñêàêèâàòü èç îêðåñòíîñòè òî÷êè 2πh â îêðåñòíîñòü
òî÷êè 2π(h+1) èëè 2π(h−1), ãäå h � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî (òàê êàê ìû ñ÷èòàåì,
÷òî |λ| → ∞). Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâèì λ∗(ε) â âèäå λ∗(ε) = 2πk(ε)i+λk,1+iλk,2.
Çäåñü k(ε)→∞, íî ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, λk,1 è λk,2 � íåèçâåñòíûå
äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0 (ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ε çàðàíåå íåèçâåñòåí). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå µ = εk(ε). Òîãäà µ → 0
ïðè ε → 0 è ε = o(µ) ïðè ε → 0. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå (62) êîðíÿ λ∗
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(2πµi+ ελk,1 + iελk,2)
2 + γ2(e−(λk,1+iλk,2) − 1)2 + 2(2πµi+ ελk,1+

+iελk,2)

(
vq(ρ+ εw)2

2(1 + (ρ+ εw)2)2
− γ cos(ϕ− Ω− εd)(e−(λk,1+iλk,2) − 1)

)
−

−γvq(ρ+ εw)2(e−(λk,1+iλk,2) − 1)

(1 + (ρ+ εw)2)2
(cos(ϕ− Ω− εd) + α sin(ϕ− Ω− εd)) = 0.

(66)

Âûïèñûâàÿ ñòàðøèå ÷ëåíû â óðàâíåíèè (66), íàõîäèì ñîîòíîøåíèå íà µ è ïåðâûå
ïðèáëèæåíèÿ λk,1 è λk,2:

2πqvρ2(1+ρ2)−2iµ+qvρ2(1+ρ2)−2γ(cos(ϕ−Ω)+α sin(ϕ−Ω))(λk,10+iλk,20) = 0. (67)
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Òàê êàê µ, λk,1 è λk,2 äåéñòâèòåëüíûå, òî èç (67) ïîëó÷àåì, ÷òî

λk,2 = O(µ), λk,1 = o(µ) ïðè µ→ 0,
λk,20 = −2πµγ−1(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))−1.

(68)

Ïðåäñòàâèì λk,2 = λk,20 + λk,21, ãäå λk,21 = o(λk,20) ïðè λk,21 → 0. Ïîëüçóÿñü
ñîîòíîøåíèÿìè (68), âûïèøåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå â óðàâíåíèè (66)

− 4π2µ2 − 4πµλk,20γ cos(ϕ− Ω)− γ2λ2
k,20+

+ qvρ2(1 + ρ2)−2γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))(λk,10 + 1/2λ2
k,20 + iλk,21) = 0.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî λk,21 = o(µ2) è

λk,10 =

4π2µ2(1 + ρ2)2

(
γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))
− qvρ2

2(1 + ρ2)2

)
γ2qvρ2(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ µ êîðåíü λ∗ èìååò âèä

λ∗ = 2πk(ε)i− 2πi

γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))
µ+

+

4π2(1 + ρ2)2

(
γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))
− qvρ2

2(1 + ρ2)2

)
γ2qvρ2(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))2

µ2 + o(µ2).

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðè o(µ2) íå ñîäåðæèòñÿ íîìåðîâ êîðíåé, ïîýòîìó äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè λ∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî íîìåðó k. Â ñèëó (65) êîðåíü
λ∗ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ñëó÷àé 2. Ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíû 2 âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ λ∗ :

à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

Reλ∗ → +∞ ïðè εml
→ 0;

á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εml
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εm}, ÷òî

Reλ∗ → const ≥ 0, à Imλ∗ →∞ ïðè εml
→ 0.

Ïóñòü Reλ∗ → +∞ è lim
εml
→0
εml

λ∗ = s. Òîãäà ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

s2+2s
( vqρ2

2(1 + ρ2)2
+γ cos(ϕ−Ω)

)
+γ2+

vqγρ2

(1 + ρ2)2
(cos(ϕ−Ω)+α sin(ϕ−Ω)) = 0. (69)

Èç óðàâíåíèÿ (69) ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè{
1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 + γ cos(ϕ− Ω) > 0,
cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) > −γ(1 + ρ2)2/(vqρ2).

(70)
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Èç óñëîâèé (64) è (70) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ {

1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 + γ cos(ϕ− Ω) > 0,
cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) > 0.

(71)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2.á). Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
g = lim

εm,l→0
exp(−Reλ∗(εm,l)). Òîãäà g ∈ (0, 1], ïîñêîëüêó Reλ∗ ≥ 0. Íàïîìíèì,

÷òî Imλ∗ → ∞, Reλ∗ → const ≥ 0 è ελ∗ → const 6= 0 ïðè εm,l → 0. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εm,l ìîæíî ïðîðåäèòü òàê, ÷òî íà ïîëó÷èâøåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εj} ñóùåñòâóåò ïðåäåë b = lim

εj→0
εj Imλ∗(εj) 6= 0. Ïóñòü χ

� íåêîòîðîå ÷èñëî èç [0, 2π). Òîãäà ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå 2.á)
áóäåò èìåòü âèä

− b2 + 2ib

(
vqρ2

2(1 + ρ2)2
− γ cos(ϕ− Ω)(ge−iχ − 1)

)
+

+ γ2(ge−iχ − 1)2 − vqρ2

(1 + ρ2)2
(ge−iχ − 1)γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)) = 0. (72)

Åñëè íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðû (g, χ) èç (0, 1]× [0, 2π) ó óðàâíåíèÿ (72) íå áóäåò
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé b 6= 0, òî ó óðàâíåíèÿ (62) íå áóäåò êîðíåé èç ñëó÷àÿ 2.á).

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (72). Äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü:

− b2 − 2bγ cos(ϕ− Ω)g sinχ+ γ2((g cosχ− 1)2 − g2 sin2 χ)−

− vqρ2

(1 + ρ2)2
(g cosχ− 1)γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)) = 0. (73)

Ìíèìàÿ:

b

(
vqρ2

2(1 + ρ2)2
− γ cos(ϕ− Ω)(g cosχ− 1)

)
=

= −γg sinχ

(
γ(1− g cosχ) +

vqρ2

2(1 + ρ2)2
(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))

)
. (74)

Ïóñòü
1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 − γ cos(ϕ− Ω)(g cosχ− 1) = 0. (75)

Òîãäà èñõîäÿ èç ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ v, q, ρ, ïîëó÷àåì, ÷òî cos(ϕ−Ω) 6= 0.
Îòñþäà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

g cosχ = 1 +
vqρ2

2(1 + ρ2)2γ cos(ϕ− Ω)
.
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Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣1 +
vqρ2

2(1 + ρ2)2γ cos(ϕ− Ω)

∣∣∣∣ < 1,

òî íàéäåòñÿ ïàðà (g, χ) èç (0, 1) × [0, 2π) òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî (75) âûïîëíèòñÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâåíñòâî (74) âûïîëíèëîñü â ñëó÷àå çàíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòà
ïåðåä b, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (74) òàêæå áûëà ðàâíà íóëþ.
Èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (71) è îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü (74) ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå sinχ = 0. Äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü (73) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

b2 = γ(g cosχ− 1)

(
γ(g cosχ− 1)− vqρ2

(1 + ρ2)2
(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))

)
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà g cosχ < 1 è óñëîâèÿ (71), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (75) ó
ñèñòåìû (73), (74) áóäóò äåéñòâèòåëüíûå íåíóëåâûå êîðíè b. Ïîýòîìó ïîòðåáóåì
íåâûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè b â (74), òî åñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣1 +

vqρ2

2(1 + ρ2)2γ cos(ϕ− Ω)

∣∣∣∣ > 1. (76)

Ñèñòåìà (65), (71), (76) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) > 0,
1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 + 2γ cos(ϕ− Ω) > 0,
qvρ2

2(1 + ρ2)2
− γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))
> 0.

(77)

Ïóñòü óñëîâèå (76) âûïîëíåíî, òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè b â (74) îòëè÷åí îò íóëÿ
äëÿ ëþáîé ïàðû (g, χ) èç (0, 1]× [0, 2π).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå v− 2γ > 0. Òîãäà ýëëèïñ I(v, α, q, γ) íàõîäèòñÿ âûøå
îñè àáñöèññ è òî÷êà (δlow, (1 + ρ2

low)−1), ãäå

(1 + ρ2
low)−1 = (v − 2γ)/(vq), δlow = 1/2vα(q(1 + ρ2

low)−1 − 1),

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I(v, α, q, γ). Â ýòîé òî÷êå cos(ϕ− Ω) = 1, ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå (72) â äàííîé òî÷êå ïðèìåò âèä

−b2+2ib
( vqρ2

2(1 + ρ2)2
−γ(ge−iχ−1)

)
+γ(ge−iχ−1)

(
γ(ge−iχ−1)− vqρ2

(1 + ρ2)2

)
= 0. (78)

Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â óðàâíåíèè (78):

−b2−2bγg sinχ+γ2((g cosχ−1)2−g2 sin2 χ)−vqρ2(1+ρ2)−2γ(g cosχ−1) = 0, (79)
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b(vqρ2(1+ρ2)−2−2γ(g cosχ−1)) = −γg sinχ(vqρ2(1+ρ2)−2−2γ(g cosχ−1)). (80)

Èç óðàâíåíèÿ (80) ïîëó÷àåì, ÷òî b = −γg sinχ. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå b â óðàâíåíèå
(79), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

γ(g cosχ− 1)(γ(g cosχ− 1)− vqρ2(1 + ρ2)−2) = 0.

Ïåðâûé è òðåòèé ìíîæèòåëü äàííîãî ðàâåíñòâà îòëè÷íû îò íóëÿ, à âòîðîé ìíî-
æèòåëü ðàâåí íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå cosχ = 1, òî åñòü òîëüêî ïðè b = 0, à, ñîãëàñíî
ïîñòðîåíèÿì äàííîãî ïóíêòà, b 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå (δlow, (1 + ρ2

low)−1) ó
óðàâíåíèÿ (72) íåò äåéñòâèòåëüíûõ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîðíåé b, è âûïîëíÿåòñÿ
ñèñòåìà (77).

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé òî÷êå ó êâàçèïîëèíîìà (62) âñå êîðíè, êðîìå îäíîãî
íóëåâîãî, íàõîäÿòñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðíè îêàçàëèñü â
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, îíè äîëæíû ïåðåñå÷ü ìíèìóþ îñü. Â ñëó÷àå 2.á) ìíèìîé
îñè îòâå÷àåò ðàâåíñòâî g = 1, ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå
(72) ïðè g = 1. Ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ u = 1/2vqρ2(1+ρ2)−2 äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè óðàâíåíèÿ (72) ïðèìóò âèä

− b2 − 2bγ cos(ϕ− Ω) sinχ+ γ2((cosχ− 1)2 − sin2 χ)−
− 2u(cosχ− 1)γ(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)) = 0. (81)

b (u− γ cos(ϕ− Ω)(cosχ− 1)) =

= −γ sinχ (γ(1− cosχ) + u(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω))) . (82)

Ïîñêîëüêó ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (77), òî êîýôôèöèåíò ïåðåä b â (82)
îòëè÷åí îò íóëÿ. Âûðàçèì èç (82) çíà÷åíèå b:

b = −γ sinχ (γ(1− cosχ) + u(cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)))

u− γ cos(ϕ− Ω)(cosχ− 1)
. (83)

Òîãäà, ïîäñòàâèâ (83) â (81), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî cosχ. Ïîñëå îáî-
çíà÷åíèé x = cosχ è ψ = ϕ− Ω ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

γ(u− γ cosψ(x− 1))−2(x− 1)(γ3x3 − γ2(γ + 4u cosψ + 2γ cos2 ψ + 2αu sinψ)x2+

+ γ(−γ2 + 2u2 + 4γu cosψ+ 4γ2 cos2 ψ+ 3u2 cos2 ψ+ 4γu cos3 ψ+ 4αu2 cosψ sinψ+

+4αγu cos2 ψ sinψ+α2u2 sin2 ψ)x+2αγ2u sinψ−2u3 cosψ−2γ3 cos2 ψ−5γu2 cos2 ψ−
− 4γ2u cos3 ψ + γ3 − 2αu3 sinψ − 4αγu2 cosψ sinψ − 4αγ2u cos2 ψ sinψ+

+ α2γu2 sin2 ψ) = 0. (84)
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Ïåðâûå äâà ìíîæèòåëÿ îòëè÷íû îò íóëÿ â ñèëó óñëîâèÿ (77), ðàâåíñòâî x = 1
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó b = 0, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåíèÿì ïóíêòà 2.á).
Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü (84) ÷åðåç H(x). Ïîñêîëüêó x = cosχ, òî x
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç [−1, 1]. Íàéäåì çíà÷åíèÿ H â êîíöàõ îòðåçêà èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííîé x.

H(−1) = −2(u+ 2γ cosψ)2(γ + u(cosψ + α sinψ)),

H(1) = −2u2(u(cosψ + α sinψ)− γ(1 + α2) sin2 ψ).

Èç (77) ñëåäóåò, ÷òî H(−1) < 0 è H(1) < 0. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (77) è íà âñåì îò-
ðåçêå [−1, 1] ôóíêöèÿ H(x) îòðèöàòåëüíà, òî ó óðàâíåíèÿ (72) íå áóäåò êîðíåé íà
ìíèìîé îñè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû H(x) áûëî îòðèöàòåëüíûì ïðè óñëîâèè H(−1) < 0 è
H(1) < 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èëè ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè H
áûë âíå (−1, 1) èëè ÷òîáû îí áûë îòðèöàòåëüíûì. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ
è òî÷êè ýëëèïñà ýòî óñëîâèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ÷èñëåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 16 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü 0 < v−2γ < qv. Ïóñòü

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (δ∗, (1 + ρ2
∗)
−1) ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ) âûïîëíåíà ñèñòåìà

íåðàâåíñòâ (77), à óðàâíåíèå H(x) = 0 íå èìååò êîðíåé íè ïðè êàêîì çíà÷å-

íèè x èç [−1, 1] äëÿ âñåõ òî÷åê êðàò÷àéøåé äóãè I(v, α, q, γ), ñîåäèíÿþùåé òî÷-
êè (δ∗, (1 + ρ2

∗)
−1) è (δlow, (1 + ρ2

low)−1). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò

ε0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (59) âèäà (60), ñîîò-
âåòñòâóþùåå òî÷êå (δ∗, (1 + ρ2

∗)
−1), óñòîé÷èâî.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþ-
ùóþ ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ:

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) < 0,
vqρ2

2(1 + ρ2)2
+ γ cos(ϕ− Ω) < 0,

vqρ2

2(1 + ρ2)2
− γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)
< 0.

(85)

Òåîðåìà 17 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
(δ∗, (1+ρ2

∗)
−1) ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ) âûïîëíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (85). Òîãäà äëÿ

êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò ε0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå
(60) óðàâíåíèÿ (59), ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå (δ∗, (1 + ρ2

∗)
−1), íåóñòîé÷èâî.
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2.2.4 Ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé I(v, 0, q, γ)

Èçó÷èì âîïðîñ î êîëè÷åñòâå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ).
Ñíà÷àëà âûïèøåì ñèñòåìó (77) â êîîðäèíàòàõ (δ, r). Òàê êàê ρ2(1 +ρ2)−2 = r− r2,
òî, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (52), ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (77) ïðèìåò âèä

δα− 1/2v(1 + α2)(qr − 1) > 0,
−qv/2(r2 + r − 2/q) > 0,
vq(r − r2)

2
− (1 + α2)(δ − 1/2vα(qr − 1))2

δα− 1/2v(1 + α2)(qr − 1)
> 0.

(86)

Ëåììà 11. Ïóñòü α = 0. Ïóñòü 0 < v − 2γ < qv, òîãäà òî÷êè ìíîæåñòâà

I(v, 0, q, γ), äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (86) âåðíà, îáðàçóþò íåïóñòóþ ñâÿçíóþ îá-

ëàñòü. Åñëè æå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî v < 2γ, òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (86)
íåñîâìåñòíà íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (86). Ïðè α = 0 îíî
ïðèíèìàåò âèä

r < q−1.

Çàìåòèì, ÷òî

max{0, (v − 2γ)(vq)−1} < q−1 < (v + 2γ)(vq)−1,

ïîýòîìó ïåðâîå íåðàâåíñòâî (86) âåðíî â íèæíåé òî÷êå ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ) è íå
âûïîëíÿåòñÿ ïðè r = (v + 2γ)(vq)−1.

Èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (77) (êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (86))
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè α = 0 èç âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ñëåäóåò
âûïîëíåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà.

Ðàññìîòðèì òðåòüå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (86). Ïðè α = 0 îíî ïðèíèìàåò âèä

vq(r − r2)

2
+

2δ2

v(qr − 1)
> 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ) ïðèíàäëåæàò ýëëèïñó (49), èìååì ñî-
îòíîøåíèå

δ2 = γ2 − 1/4v2(qr − 1)2.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ) òðåòüå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (86)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

4γ2 − v2 + qrv2 + qr2v2 − q2r3v2

2v(qr − 1)
> 0. (87)
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Ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (86) çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (87)
áóäåò îòðèöàòåëüíûì, ïîýòîìó ÷èñëèòåëü òàêæå äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì.

Ââåäåì ôóíêöèþ

f(r) = 4γ2 − v2 + qrv2 + qr2v2 − q2r3v2.

Íèæå ïîíàäîáèòñÿ åå ïðîèçâîäíàÿ

f ′(r) = qv2 + 2qrv2 − 3q2r2v2.

Äëÿ êîðíåé r1 è r2 óðàâíåíèÿ f ′(r) = 0 âåðíû ôîðìóëû

r1 =
1−
√

1 + 3q

3q
, r2 =

1 +
√

1 + 3q

3q
.

Î÷åâèäíî, ÷òî
r1 < 0 < max{0, (v − 2γ)(vq)−1}. (88)

Äîêàæåì, ÷òî
r2 > min{1, q−1}. (89)

Ïóñòü min{1, q−1} = 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (89) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

1 +
√

1 + 3q > 3q. (90)

Â ñëó÷àå 0 < q < 1/3 ýòî íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âåðíî. Åñëè æå 1/3 6 q 6 1, òî
(90) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

1 + 3q > 9q2 − 6q + 1.

Î÷åâèäíî, äàííîå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè 1/3 6 q 6 1. Ïóñòü òåïåðü min{1, q−1} =
q−1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (89) ïðèíèìàåò âèä

1 +
√

1 + 3q > 3.

Äàííîå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè q > 1.
Èç (88) è (89) ñëåäóåò, ÷òî íà îòðåçêå

[
max{0, (v − 2γ)(vq)−1},min{1, q−1}

]
ïðî-

èçâîäíàÿ f ′(r) cîõðàíÿåò ñâîé çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(r) ìîíîòîííà è
óðàâíåíèå f(r) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ íà äàííîì îòðåçêå.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êàõ 0, (v − 2γ)(vq)−1, 1, q−1.

f(0) = (2γ − v)(2γ + v),
f((v − 2γ)(vq)−1) = 2γ(2γ − v)(2γ − (1− q)v)(qv)−1,
f(q−1) = 4γ2,

f(1) = (2γ − (1− q)v)(2γ + v(1− q)).
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Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (58) è îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ñëåäóåò, ÷òî

sgn(f(0)) = − sgn(v − 2γ),
sgn(f((v − 2γ)(vq)−1)) = − sgn(v − 2γ),
f(q−1) > 0,
sgn(f(1)) = sgn(2γ + v(1− q)).

Òàêèì îáðàçîì
f(max{0, (v − 2γ)(vq)−1}) < 0,

åñëè max{0, (v − 2γ)(vq)−1} = (v − 2γ)(vq)−1, è

f(max{0, (v − 2γ)(vq)−1}) > 0,

åñëè max{0, (v − 2γ)(vq)−1} = 0.
Èç òîãî, ÷òî f(q−1) > 0 è f(1) > 0 ïðè 1 < q−1, ñëåäóåò, ÷òî

f(min{1, q−1}) > 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) ìíîæåñòâî I(v, 0, q, γ) ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ,
òî åñòü max{0, (v− 2γ)(vq)−1} = 0; 2) ìíîæåñòâî I(v, 0, q, γ) âûøå îñè àáñöèññ, òî
åñòü max{0, (v − 2γ)(vq)−1} = (v − 2γ)(vq)−1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íà âñåì îòðåçêå
[
0,min{1, q−1}

]
ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà è

òðåòüå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (86) íå âûïîëíÿåòñÿ íà ýòîì îòðåçêå. À íà ïîëóèí-
òåðâàëå (min{1, q−1},min{1, (v + 2γ)(vq)−1}] íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ñèñòåìû (86). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ) ñèñòåìà (86)
íå âåðíà.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f îòðèöàòåëüíà â ëåâîì êîíöå îòðåçêà[
(v − 2γ)(vq)−1,min{1, q−1}

]
è ïîëîæèòåëüíà â ïðàâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ

ìîíîòîííîñòü f íà äàííîì îòðåçêå, èìååì, ÷òî óðàâíåíèå f(r) = 0 èìååò ðîâíî
îäèí êîðåíü r∗ íà èíòåðâàëå ((v − 2γ)(vq)−1,min{1, q−1}) è f(r) < 0 ïðè r èç
ïîëóèíòåðâàëà [(v − 2γ)(vq)−1, r∗). Òàêèì îáðàçîì, òðåòüå íåðàâåíñòâî âåðíî íà
ïîëóèíòåðâàëå [(v − 2γ)(vq)−1, r∗). Ïåðâîå è âòîðîå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (86) âû-
ïîëíÿþòñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå

[
(v − 2γ)(vq)−1,min{1, q−1}

)
, à ïðè r > min{1, q−1}

ëèáî ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (86) íå âåðíî (åñëè min{1, q−1} = q−1), ëèáî
ðåøåíèå íå îïðåäåëåíî (åñëè min{1, q−1} = 1). Ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (86) âåðíà
íà ïîëóèíòåðâàëå [(v − 2γ)(vq)−1, r∗), òî åñòü îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ), ñîäåðæàùåé òî÷êó (δlow, rlow), íî íå äëÿ âñåãî
ìíîæåñòâà öåëèêîì.

Ëåììà 12. Ïóñòü α = 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (77). Òîãäà H(x) < 0 ïðè x ∈
[−1, 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ H ′(x):

H ′(x) = 3γ3x2 − 2γ2x(γ + 4u cosψ + 2γ cos2 ψ)+

+ γ(−γ2 + 2u2 + 4γu cosψ + 4γ2 cos2 ψ + 3u2 cos2 ψ + 4γu cos3 ψ).

Ãðàôèêîì H ′(x) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ. Äëÿ àáñöèññû âåðøèíû xv
âåðíî ðàâåíñòâî

xv = 1/3(γ + 4u cosψ + 2γ cos2 ψ)γ−1.

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé (77) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî xv > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
óñëîâèé (77) ïðè α = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà

3γ(xv−1) = 4u cosψ+2γ cos2 ψ−2γ = 4u cosψ−2γ sin2 ψ = 2 cosψ
(
u+u−γ sin2 ψ

cosψ

)
ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, xv > 1. Äëÿ H ′(1) èìååì ôîðìóëó

H ′(1) = γu

(
u+ u sin2 ψ + 4 cos2 ψ

(
u− γ sin2 ψ

cosψ

))
.

Èç (77) ñëåäóåò, ÷òî H ′(1) > 0. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèêîì H ′(x) ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ ñ âåðøèíîé ïðàâåå åäèíèöû, à â åäèíèöå ôóíêöèÿ H ′(x)
ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, H ′(x) ïîëîæèòåëüíà íà âñåì îòðåçêå [−1, 1]. Ïî-
ýòîìó H(x) < H(1) < 0 íà âñåì îòðåçêå [−1, 1] ïðè α = 0 è âûïîëíåíèè óñëîâèé
(77), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîé òî÷êå ìíîæåñòâà
I(v, α, q, γ), óñòîé÷èâî (íåóñòîé÷èâî), åñëè äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0,
÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (60) óðàâíåíèÿ (59) ñ ïàðàìåòðàìè èç I(v, α, q, γ) óñòîé-
÷èâî (íåóñòîé÷èâî).

Èç òåîðåì 16, 17 è ëåìì 11, 12 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü v < 2γ. Òîãäà ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëþáîé òî÷êå

ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ), ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Ïóñòü 0 < v−2γ < qv. Òîãäà
íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ) ðàñïîëîæåíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè è

îäíà èëè äâå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü v − 2γ > qv. Òîãäà ìíîæåñòâî

I(v, 0, q, γ) ïóñòî.

Èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìå 18 ñëóæèò ðèñóíîê 2.12. ×åðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé
íà ðèñóíêå 2.12 îáîçíà÷åíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñåðûì ïóíêòèðîì � îáëàñòè
íåóñòîé÷èâîñòè.
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Ðèñ. 2.12: Ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:
a) v = 1000, q = 15, γ = 100; b) v = 1010, q = 1.25, γ = 250; c) v = 1020, q = 1.7, γ = 600; d)
v = 1005, q = 7, γ = 550.

2.2.5 Ñâîäêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 2.2

1. Äîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè (δ, r) ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî,
çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ v, α, q, γ, êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå
÷èñëî íåïðåðûâíûõ âîëí (ñì. òåîðåìó 15). Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε
íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ýòèõ ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò ðàçðûâíîé
ôóíêöèè θ(ε, δ).

2. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. òåîðåìó 16) è íåóñòîé÷è-
âîñòè (ñì. òåîðåìó 17) àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðè÷åì â ñëó÷àå α = 0 íàéäåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

3. Â ñëó÷àå α = 0 ïîêàçàíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ) ëèáî íåò îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè, ëèáî îíà åäèíñòâåííà. Ìíîæåñòâî òî÷åê (v, q, γ) ïîäåëåíî íà òðè
ïîäìíîæåñòâà. Â ïåðâîì èç íèõ ìíîæåñòâî I(v, 0, q, γ) ïóñòî, âî âòîðîì íà ìíîæå-
ñòâå I(v, 0, q, γ) íåò îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, à â òðåòüåì íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ)
ðàñïîëîæåíà îäíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ òðåòüåãî ïîäìíîæåñòâà àíàëèòè÷å-
ñêè íàéäåíû ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â êîîðäèíàòàõ (δ, r) (ñì. òåîðåìó 18).
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Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ïðîâåäåí àíàëèç ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ
âîëí äëÿ äâóõ ìîäåëåé ëàçåðíîé äèíàìèêè. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñå-
ìåéñòâ íåïðåðûâíûõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà äâóìåðíîé ïëîñ-
êîñòè åñòü êðèâàÿ, êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ðåøåíèé.
Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè îòäåëü-
íûõ ðåøåíèé è îïèñàíà ãåîìåòðèÿ ìíîæåñòâ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáåèõ ìîäåëÿõ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ãè-
ïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòü (òî åñòü ìîæíî äîáèòüñÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî
áîëüøîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé).
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü âàæíûå êëàññû ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñèñòåì: óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ìàëîé äèôôóçèåé è äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì. Èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà ñëå-
äóþùèõ ïðåäñòàâèòåëåé äàííûõ êëàññîâ: óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé
äèôôóçèåé, ìîäåëåé Ñòþàðòà-Ëàíäàó, FDML ëàçåðà è Ëýíãà-Êîáàÿøè ñ áîëü-
øèì çàïàçäûâàíèåì. Èçó÷åíèå äèíàìèêè äàííûõ óðàâíåíèé â ïîëíîì îáúåìå, òî
åñòü ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, �
î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à, ïîýòîìó áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàòü âîïðîñû ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâ ðåøåíèé èç îäíîãî êëàññà, èìåþùåãî áîëü-
øîå çíà÷åíèå, � àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ. Äëÿ âñåõ ìîäåëåé áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ äàííîãî âèäà, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ
áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ìîæíî äîáèòüñÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè
áîëüøîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëü-
íûõ öèêëîâ â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèÿõ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è Ñòþàðòà-
Ëàíäàó.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè äëÿ áåãóùèõ âîëí â óðàâ-
íåíèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà
1.1 ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ãðàíèö íîìåðîâ k áåãóùèõ âîëí uk, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Íàïðàâëåíèåì äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ñëóæèòü èçó÷åíèå ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëí uk
ñ íîìåðàìè k èç (zminε

−1, z2ε
−1) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ bd+ 1 > 0 è |b| < |d|.

Â ïàðàãðàôå 1.2 èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïðîñòåéøèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â óðàâíåíèè Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíè-
åì. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà 1.2 ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
L(c, γ, ϕ), çàäàþùåãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé; êîíêðåòíûé âèä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, γ, ϕ; äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäèìûìè ïðè c = 0 è òî, ÷òî íà êðèâîé L(0, γ, ϕ)
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îäíîñâÿçíà. Äàëüíåéøèå óñèëèÿ ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû íà
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íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðè c 6= 0.
Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ

âîëí äëÿ äâóõ ìîäåëåé ëàçåðíîé äèíàìèêè.
Â ïàðàãðàôå 2.1 äàííûå âîïðîñû ðàññìîòðåíû äëÿ ìîäåëè FDML ëàçåðà ñ áîëü-

øèì çàïàçäûâàíèåì. Ïîñòðîåíî ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî Γ(κ, g0), îòâå÷àþùåå çà
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé âèäà íåïðåðûâíûõ âîëí. Ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé
óïðîùåííîé ìîäåëè FDML ëàçåðà. Â ñëó÷àå α = 0 óäàëîñü ïîëíîñòüþ ðåøèòü çà-
äà÷ó àíàëèòè÷åñêè, òî åñòü äîêàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàþò. Âàæíûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè
α = 0 íà ìíîæåñòâå Γ(κ, g0) ìîæåò áûòü îò íóëÿ äî òðåõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè.
Áîëåå òîãî, ïðè α = 0 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (g0, κ) àíàëèòè÷åñêè íàéäåíû ãðà-
íèöû îáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñâîå ÷èñëî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé
Γ(κ, g0). Íàïðàâëåíèåì äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ñëóæèòü íàõîæäåíèå
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðè α 6= 0.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåïðå-
ðûâíûõ âîëí äëÿ ìîäåëè ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíè-
åì, ïðåäëîæåííîé Ëýíãîì è Êîáàÿøè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà ÿâëÿ-
þòñÿ íàõîæäåíèå âèäà ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ), çàäàþùåãî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ñåìåéñòâà ðåøåíèé âèäà íåïðåðûâíûõ âîëí, à òàêæå âèä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè
ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà. Âàæíûì ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè α = 0 íàé-
äåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà êðèâîé
I(v, 0, q, γ) ìîæåò áûòü íîëü èëè îäíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Èíòåðåñíîé çàäà÷åé
äëÿ áóäóùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà îáëàñòåé óñòîé÷èâî-
ñòè íà êðèâûõ I(v, α, q, γ) ïðè α 6= 0.
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