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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîä îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, îðãðàôîì) ïîíèìàåòñÿ

ïàðà G = (V, α), ãäå V � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî (âåðøèíû îðãðàôà), à

α � îòíîøåíèå ñìåæíîñòè íà ìíîæåñòâå V (äóãè îðãðàôà). Íåîðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ãðàô) � ïàðà G = (V, α), ãäå α � ñèììåòðè÷íîå

è àíòèðåôëåêñèâîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå V (ðåáðà ãðàôà) (ñì. [7]).

Ïóñòü K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ (îðãðàôîâ), à G �

ïðîèçâîëüíûé ãðàô (îðãðàô), íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññóK. Òðåáóåòñÿ ïðîèç-

âåñòè òå èëè èíûå ðåêîíñòðóêöèè, ò. å. èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå ãðàôà (îðãðà-

ôà) G, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ãðàô (îðãðàô) G′ îêàçàëñÿ K-ãðàôîì (îðãðàôîì).

Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðåêîíñòðóêöèé äàííîãî ãðàôà (îðãðàôà) îáû÷íî ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ: îòîæäåñòâëåíèå âåðøèí ãðàôà (îðãðàôà), îðèåíòàöèÿ ðåáåð

íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ïåðåîðèåíòàöèÿ äóã îðãðàôà, äîáàâëåíèå íîâûõ

ðåáåð (äóã), óäàëåíèå íåêîòîðûõ ðåáåð (äóã) (ñì. [16]).

Ïîä ïóòåì â îðãðàôå ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã (v0, v1), (v1, v2),

· · · , (vn−2, vn−1), ãäå (vi, vi+1) ∈ α, 0 ≤ i ≤ n − 2, êàæäûå äâå ñîñåäíèå äóãè

èìåþò îáùóþ âåðøèíó è íèêàêàÿ äóãà íå âñòðå÷àåòñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà.

Äëèíà ïóòè � êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â íåãî äóã. Ïóòü ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-

ñêèì, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò: v0 = vn−1.

Ïóòü ñ÷èòàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè êàæäàÿ åãî âåðøèíà ïðèíàäëåæèò íå áîëåå

÷åì äâóì åãî äóãàì.

Ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû u äî âåðøèíû v â îðãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû u â âåðøèíó v è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

dist(u, v).

Ïóòü äëèíû |α| íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì.
Êîíòóðîì â îðãðàôå íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öèêëè÷åñêèé ïóòü.

Ïîä ýéëåðîâûì îðãðàôîì ïîíèìàåòñÿ îðãðàô G = (V, α), â êîòîðîì ñóùå-

ñòâóåò öèêëè÷åñêèé ýéëåðîâ ïóòü.

Âåðøèíû u è v îðãðàôà G = (V, α) íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, åñëè (∃v0,
v1 · · · vk−1∈V )[u = v0 & (v0, v1) ∈ α ∪ α−1 & (v1, v2) ∈ α ∪ α−1 &
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· · ·& (vk−2, vk−1) ∈ α∪α−1 & vk−1 = v]. Ëþáàÿ âåðøèíà v ∈ V ñâÿçàíà ñàìà

ñ ñîáîé ïî îïðåäåëåíèþ.

Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå âåðøèí

îðãðàôà. Êëàññû ýòîãî îòíîøåíèÿì íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè

(èëè ïðîñòî êîìïîíåíòàìè) îðãðàôà.

Îðãðàô G = (V, α) ñ óíèâåðñàëüíûì îòíîøåíèåì ñâÿçàííîñòè íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíûì.

Èññëåäîâàíèþ ðåêîíñòðóêöèé îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ïîñâÿùåíû ðÿä

ïóáëèêàöèé.

Ïóñòü G = (V, α) � îðãðàô è ε ⊆ V × V � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà

ìíîæåñòâå åãî âåðøèí. Ôàêòîðãðàôîì îðãðàôà G ïî ýêâèâàëåíòíîñòè ε íà-

çûâàåòñÿ îðãðàô G/ε = (V/ε, α/ε), ãäå α/ε = {(ε(u), ε(v)) ∈ V/ε×V/ε|(∃u′ ∈
ε(u), v′ ∈ ε(v))((u′, v′) ∈ α)}. Åñëè K � íåêîòîðûé êëàññ îðãðàôîâ è G /∈ K,

òî ïîä K-êîíãðóýíöèåé îðãðàôà G ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü θ ⊆
V ×V , ÷òî G/θ ∈ K. Äëÿ êëàññàK ôóíêöèîíàëüíûõ îðãðàôîâ Ì. À. Êàáàíîâ

[8] óêàçàë íàèìåíüøóþK-êîíãðóýíöèþ íà ïðîèçâîëüíîì îðãðàôå è óñòàíîâèë

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåòêè ôóíêöèîíàëüíûõ êîíãðóýíöèé îðãðàôîâ. Îí æå

ðåøèë àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ îðèåíòèðî-

âàííûõ äåðåâüåâ, îïèñàë îðãðàôû ñî ñïåöèàëüíûìè ðåøåòêàìè öèêëè÷åñêèõ

è àöèêëè÷åñêèõ êîíãðóýíöèé [9].

Äðåâåñíûì êîíãðóýíöèÿì îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ ïîñâÿùåíà ïóáëèêà-

öèÿ À. Â. Êèðååâîé [10].

Ì. Ð. Ìèðçàÿíîâ [14] ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé, êîãäà K � êëàññ ñèëüíî ñâÿç-

íûõ îðãðàôîâ, è ïðåäëîæèë ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî

ñâÿçíîé êîíãðóýíöèè ïðîèçâîëüíîãî îðãðàôà, íàèáîëüøåé ïî ÷èñëó âåðøèí

â ôàêòîðãðàôå.

Â òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì [7],

ïîçâîëÿþùèé â äàííîé íàïðàâëåííîé (ò. å. ñ àíòèñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì

ñìåæíîñòè) ñåòè ïåðåîðèåíòèðîâàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äóã ñ ìèíèìàëüíîé

ñóììàðíîé ñòîèìîñòüþ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü áåñêîíòóðíàÿ ñåòü. Çàäà÷à îï-
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òèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã ðåøåíà â

ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè: äàí ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α),

íåîáõîäèìî ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã ïðåîáðà-

çîâàòü åãî â ýéëåðîâ. Ðåøåíèå çàäà÷è äîêëàäûâàëîñü íà íàó÷íûõ êîíôåðåí-

öèÿõ (ñì. [À1, À6]) è îïóáëèêîâàíî â [À4].

Äóãà â îðãðàôå G = (V, α) íàçûâàåòñÿ èíöèäåíòíîé âåðøèíå v, åñëè âåð-

øèíà v � êîíåö èëè íà÷àëî ýòîé äóãè.

Âëîæåíèå îðãðàôà G = (V, α) â îðãðàô H = (W,β) � âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå φ : V → W , òàêîå ÷òî (∀u, v ∈ V )((u, v) ∈ α→ (φ(u), φ(v)) ∈
β). Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî îðãðàô G âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô H.

×àñòü îðãðàôà G = (V, α) � îðãðàô H = (W,β) òàêîé, ÷òî W ⊆ V è

β ⊆ (W ×W ) ∩ α. ×àñòü îðãðàôà G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì îðãðàôà

H = (W,β), åñëè β = (W ×W ) ∩ α.
Ïîäãðàô H ìàêñèìàëåí, åñëè îí ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî îðãðàôà G óäà-

ëåíèåì îäíîé âåðøèíû v è âñåõ èíöèäåíòíûõ åé äóã.

Îáúåäèíåíèå îðãðàôà G = (V, α) è îðãðàôàH = (W,β), òàêèõ ÷òî V ∩W =

∅, � îðãðàô G ∪H = (V ∪W,α ∪ β).

Ñîåäèíåíèå îðãðàôà G = (V, α) è îðãðàôà H = (W,β), òàêèõ ÷òî V ∩W =

∅, � îðãðàô G+H = (V ∪W,α ∪ β ∪ V ×W ∪W × V ).

Ãðàô G′ = (V, α′) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì K-ðàñøèðåíèåì ãðàôà G,

åñëè α ⊂ α′, G′ ∈ K è |α′| ìèíèìàëüíî ïðè ñîáëþäåíèè ýòèõ óñëîâèé. Ñëå-

äóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ êîíñòðóêöèè ìèíèìàëüíîãî K-ðàñøèðåíèÿ âîñõîäèò ê

ðàáîòå Õåéçà [19]. Ïóñòü G � íåêîòîðûé n-âåðøèííûé ãðàô è K(G) � êëàññ

(n + 1)-âåðøèííûõ ãðàôîâ òàêèõ, ÷òî åñëè G′ ∈ K(G), òî G âêëàäûâàåòñÿ â

ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô ãðàôà G′. Ãðàô G′ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì

K(G)-ðàñøèðåíèåì îáúåäèíåíèÿ G∪{1} ãðàôà G ñ îäíîâåðøèííûì ãðàôîì.

Õàðàêòåðèçàöèÿì ìèíèìàëüíûõ ðàñøèðåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îðãðàôîâ

ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé. Ì. Á. Àáðîñèìîâ è À. À. Äîëãîâ â ðàáîòàõ

[5, 6] èññëåäîâàëè òî÷íûå ðàñøèðåíèÿ òóðíèðîâ. À. Â. Êèðååâà [10] ïîêàçàëà,

êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ãðàôà.
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Ìèíèìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ íàïðàâëåííûõ çâåçä îïèñàíû Ì. Á. Àáðîñèìîâûì

â [3, 4]. Â äèññåðòàöèè ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóê-

öèè ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã. Ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé

ïðåîáðàçóåò ïðîèçâîëüíûé îðãðàô G = (V, α) â ýéëåðîâ ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ

ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã. Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà äîêàçàíà. Ðåøåíèå

çàäà÷è äîêëàäûâàëîñü íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ (ñì. [À3, À7]) è îïóáëèêî-

âàíî â [À4, À8].

Åñëè ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó K, òî åãî K-ñóæåíèåì íàçûâàåòñÿ âñÿ-

êàÿ îñòîâíàÿ ÷àñòü G′, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó K. Åñëè ãðàô G′ íå èìååò

ñîáñòâåííûõ K-ñóæåíèé, îí íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì K-ÿäðîì èñõîäíîãî

ãðàôà G. Åñëè ê òîìó æå G′ ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äóã ñðåäè

âñåõ K-ñóæåíèé ãðàôà G, òî G′ ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì K-

ÿäðîì ãðàôà G.

Îáùåèçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü-

íûõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ (ñì. [7]). Îòíîñèòåëüíî êëàññà

ýéëåðîâûõ îðãðàôîâ â äèññåðòàöèè ïðèâåäåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êî-

òîðûé ìåòîäîì óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã ïðåîáðàçóåò èñõîäíûé

îðãðàô â îðãðàô, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýéëåðî-

âîé. Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà äîêàçàíà. Ðåøåíèå çàäà÷è äîêëàäûâàëîñü íà

íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ (ñì. [À2, À7]) è îïóáëèêîâàíî â [À4].

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ðåàëè-

çóþùàÿ àëãîðèòìû îïòèìàëüíûõ ýéëåðîâûõ ðåêîíñòðóêöèé îðãðàôîâ [À5].

Ðàñøèðåíèå îðãðàôà G = (V, α) � îðãðàô H = (W,β), òàêîé, ÷òî |W | =

|V |+ 1 è îðãðàô G âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô îðãðàôà

H.

Òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå (äëÿ êðàòêîñòè, ÒÐ) îðãðàôà G = (V, α) � ñî-

åäèíåíèå G+K1 èñõîäíîãî îðãðàôà G ñ îäíîâåðøèííûì ãðàôîì K1. Â ñèëó

òîãî, ÷òî òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå îðãðàôà G åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà, âîçìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ÒÐ(G).

Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ êîíñòðóêöèè ìèíèìàëüíîãîK-ÿäðà ïðåäëîæåíà
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Â. Í. Ñàëèåì â [15]. Ïóñòü G � íåêîòîðûé n-âåðøèííûé ãðàô. Êëàññó K(G)

âñåãäà ïðèíàäëåæèò òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå G+K1, òî åñòü ñîåäèíåíèå ãðà-

ôà G c îäíîâåðøèííûì ãðàôîì K1. Íåïðèâîäèìûå K(G)-ÿäðà íàçûâàþòñÿ

Ò-íåïðèâîäèìûìè ðàñøèðåíèÿìè (äëÿ êðàòêîñòè, ÒÍÐ) èñõîäíîãî ãðàôà G.

Äðóãèìè ñëîâàìè, Ò-íåïðèâîäèìîå ðàñøèðåíèÿ îðãðàôà G � ýòî ðàñøèðå-

íèÿ èñõîäíîãî îðãðàôà G, ïîëó÷åííûå óäàëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà

äóã èç ÒÐ(G). ÒÍÐ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ è èõ

îáúåäèíåíèé ðàññìàòðèâàëèñü Ñ. Ã. Êóðíîñîâîé â äèññåðòàöèè [13]. Ìèíè-

ìàëüíûì Ò-íåïðèâîäèìûì ðàñøèðåíèåì îðãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèå

èñõîäíîãî îðãðàôà G, ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã

èç ÒÐ(G). Òî åñòü ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ îðãðàôà G � îäíî èç ÒÍÐ, ñîäåðæàùåå

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äóã ñðåäè âñåõ äðóãèõ ÒÍÐ ýòîãî îðãðàôà.

Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âèäîâ îïòèìàëüíûõ ðàñ-

øèðåíèé äëÿ îðãðàôîâ. Êîíñòðóêöèè îïòèìàëüíûõ ðàñøèðåíèé ïðèìåíÿþò-

ñÿ â äèàãíîñòèêå äèñêðåòíûõ ñèñòåì è êðèïòîãðàôèè (ñì. [15]), à òàêæå â

çàäà÷àõ îòêàçîóñòîé÷èâîñòè (ñì. [1, 4, 19]). Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à îïðåäå-

ëåíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îðãðàô H ðàñøèðåíèåì äëÿ îðãðàôà G, ÿâëÿåòñÿ

NP-ïîëíîé, à çàäà÷à ïîèñêà ÒÍÐ ïî çàäàííîìó îðãðàôó G = (V, α) íå ïðè-

íàäëåæèò êëàññó NP, åñëè P 6= NP (ñì. [2]).

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñàíû ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ äëÿ öåïè îòëè÷íîãî îò êîíòóðà ÒÍÐ, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ äëÿ çâåçäû Sl,m min(l,m) íåèçîìîðôíûõ äðóã äðóãó ÒÍÐ è ïîëèíîìèëü-

íûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äëÿ çâåçäû ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ. Òàêæå äîêàçàíû

òåîðåìà î ïîñòðîåíèè îäíîãî èç ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé è îïèñàí ïîëèíî-

ìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé.

Âñå ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû èìåþò äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè. Íåêîòî-

ðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè [À9] è îïóá-

ëèêîâàíû â [À10].

Èññëåäîâàíû ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ. Äîêàçàíà òåîðåìà î ïî-

ñòðîåíèè îäíîãî èç ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì
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âåðøèí. Ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÒÍÐ äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà [À11]. Äîêàçàíà òåîðåìà î êîððåêòíîñòè ïðåä-

ëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è âûíîñèìûå íà çàùèòó ïîëîæåíèÿ. Â ðàáîòå

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýéëå-

ðîâûõ ðåêîíñòðóêöèé îðãðàôîâ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè, äîáàâëåíèÿ è óäà-

ëåíèÿ äóã. Äîêàçàíû òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ è

ïðèâåäåíû îöåíêè èõ àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè;

2. îïèñàíû Ò-íåïðèâîäèìûå è ìèíèìàëüíûå Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ

äëÿ öåïåé, çâåçä è îáúåäèíåíèÿ öåïåé;

3. íàéäåí ÿâíûé âèä îäíîãî èç Ò-íåïðèâîäèìûõ ðàñøèðåíèé äëÿ ìíîãî-

óãîëüíûõ îðãðàôîâ ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí;

4. ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ Ò-íåïðèâîäèìîãî ðàñ-

øèðåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà. Äîêàçàíà òåîðåìà î

êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà è îöåíåíà åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæ-

íîñòü.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþò-

ñÿ ïîíÿòèéíûé àïïàðàò è ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè àëãîðèòìîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåð-

òàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Êðîìå òî-

ãî, äîñòîâåðíîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàþò âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæâó-

çîâñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Êîìïüþòåðíûå íàóêè è èíôîðìàöèîííûå òåõ-

íîëîãèè¿ (Ñàðàòîâ, 2008, 2010 ãîäû), íà 11-é ðåãèîíàëüíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé

êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ, ñòóäåíòîâ è ó÷àùèõñÿ (Áèéñê, 2009 ãîä), íà VIII âñå-

8



ðîññèéñêîé ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2011 ãîä), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåí-

íûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå¿ (Ìîñêâà, 2011 ãîä), íà

XVIII ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-

äûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2011 ãîä), íà XVI ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (Íèæíèé Íîâãî-

ðîä, 2011 ãîä), íà ôèíàëüíîì òóðå Øåñòíàäöàòîãî êîíêóðñà ñòóäåí÷åñêèõ

è àñïèðàíòñêèõ ðàáîò èìåíè Àâãóñòà Ìåáèóñà ÍÌÓ (Ìîñêâà, 2012 ãîä), íà

XXI ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2013 ãîä), íà 56-îé íàó÷íîé êîíôåðåí-

öèè ÌÔÒÈ (Ìîñêâà-Äîëãîïðóäíûé-Æóêîâñêèé, 2013 ãîä), íà XXI ìåæäó-

íàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ¿ ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2014 ãîä), íà XII Ñèáèðñêîé íàó÷íîé øêîëå-

ñåìèíàðå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü è êðèï-

òîãðàôèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2014 ãîä), íà 58-îé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÌÔÒÈ

(Ìîñêâà-Äîëãîïðóäíûé-Æóêîâñêèé, 2015 ãîä), íà íàó÷íûõ è ó÷åáíûõ ñåìè-

íàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè è êðèïòî-

ãðàôèè ÑÃÓ èì. Í.Ã.×åðíûøåâñêîãî.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè îðãðàôîâ ìå-

òîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã îòìå÷åíà ìåäàëüþ çà ëó÷øóþ íàó÷íóþ ñòóäåí÷å-

ñêóþ ðàáîòó ïî èòîãàì îòêðûòîãî êîíêóðñà ñòóäåíòîâ ïî åñòåñòâåííûì, òåõíè-

÷åñêèì è ãóìàíèòàðíûì íàóêàì â âóçàõ ÐÔ (ïðèêàç Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà

ïî îáðàçîâàíèþ �470 îò 27 ìàÿ 2010 ãîäà).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[À1 - À11]. Ðàáîòû àâòîðà [À8] è [À10] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ

â ¾Ïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé¿ ÂÀÊ, â

êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèé. Èìååòñÿ ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ

ÝÂÌ �2010616499 îò 2 àâãóñòà 2010 ãîäà ¾Îïòèìàëüíûå ýéëåðîâû ðåêîí-

ñòðóêöèè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ¿ (ñì. [À5]).
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ. Ïîëíûé åå îáú¼ì � 123 ñòðà-

íèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷ äèññåðòàöèè, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâà-

íèÿ, äàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ïåðå÷åíü íîâûõ íàó÷íûõ

ðåçóëüòàòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ðàáîòå è âûíîñèìûõ íà çàùèòó, õàðàêòåðèñòèêà

ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè è ïîëåçíîñòè ðàáîòû, ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè ðåçóëü-

òàòîâ ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ îïòèìàëüíûõ ýéëåðîâûõ ðåêîí-

ñòðóêöèé îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìàëüíûå ýé-

ëåðîâû ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã, ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã

è ìåòîäîì óäàëåíèÿ äóã. Ðåøåíèåì êàæäîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé

àëãîðèòì, êîòîðûé èìååò äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè è îïòèìàëüíîñòè.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì ïåðå-

îðèåíòàöèè äóã ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàí ïðîèçâîëüíûé ñâÿç-

íûé îðãðàô G = (V, α), íåîáõîäèìî ïóòåì ïåðåîðèåíòàöèè ìèíèìàëüíîãî

êîëè÷åñòâà äóã ïðåîáðàçîâàòü åãî â ýéëåðîâ.

Ñòåïåíüþ èñõîäà âåðøèíû v íàçûâàþò êîëè÷åñòâî äóã â îðãðàôå G =

(V, α), èìåþùèõ ñâîèì íà÷àëîì âåðøèíó v. Ñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû v îáîçíà-

÷àþò ÷åðåç d+(v), òàêèì îáðàçîì d+(v) = |α(v)|. Âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì,

åñëè åå ñòåïåíü èñõîäà ðàâíà 0.

Ñòåïåíüþ çàõîäà âåðøèíû v íàçûâàþò êîëè÷åñòâî äóã â îðãðàôå G =

(V, α), èìåþùèõ ñâîèì êîíöîì âåðøèíó v. Ñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû v îáîçíà-

÷àþò ÷åðåç d−(v), òàêèì îáðàçîì d−(v) = |α−1(v)|. Âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ èñòî÷-
íèêîì, åñëè åå ñòåïåíü çàõîäà ðàâíà 0.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðå-

êîíñòðóêöèè ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.1. Ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α) äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîíñòðóê-
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öèþ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé

åãî âåðøèíû v ∈ V ñóììà d+(v) + d−(v) ÷åòíà.

Áàëàíñîì âåðøèíû v â îðãðàôe G = (V, α) íàçîâåì ÷èñëî bal(v) = d+(v)−
d−(v). Ïðè ýòîì âåðøèíà v ∈ V ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé

èëè íóëåâîé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà ÷èñëà bal(v).

Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýéëåðîâûõ ðåêîí-

ñòðóêöèé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïîòîêîâ â òðàíñïîðòíûõ

ñåòÿõ (ñì. [12, 18]).

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñòðîèò îïòèìàëüíóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ îð-

ãðàôîâ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã.

Àëãîðèòì 1.1.

1. Åñëè èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èëè â íåì ñóùå-

ñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà v ∈ V , ñóììà ñòåïåíè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà

êîòîðîé íå÷åòíà, òî äàííûé îðãðàô íå äîïóñêàåò ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì ïå-

ðåîðèåíòàöèè äóã. Âûâîäèòñÿ ñîîáùåíèå îá ýòîì è àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ

ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

2. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α) â òðàíñïîðòíóþ ñåòü

N = (V ∪ {s, t}, β) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v), ðàâ-

íóþ 1;

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ñòîèìîñòü cost(u, v), ðàâíóþ 1;

� äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì
|bal(v)|

2
äóã (s, v),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(s, v) è öåíó cost(s, v) ðàâíûìè 1;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì
|bal(v)|

2
äóã (v, t),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(v, t) è öåíó cost(v, t) ðàâíûìè 1;

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β), â êîòîðîé êàæäàÿ äóãà

(u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1.

3. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-
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ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà (ñì. [18]).

4. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì è

ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì èñõîäíîãî ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α), ïåðåîðèåí-

òèðóåì â îðãðàôå G = (V, α). Ïîëó÷åííûé îðãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.1 ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè àëãîðèòìà Áàñàêåðà-Ãîóýíà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëü-

íîé ñòîèìîñòè, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ïóíêòå 3. Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíà

ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà çà O(|V |5) (ñì. [18]). Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî-
ñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 1.3.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì äî-

áàâëåíèÿ äóã ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàí ïðîèçâîëüíûé îðãðàô

G = (V, α), íåîáõîäèìî ïóòåì äîáàâëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã ïðå-

îáðàçîâàòü åãî â ýéëåðîâ. Äëÿ ëþáîãî îðãðàôà ñóùåñòâóåò ýéëåðîâà ðåêîí-

ñòðóêöèÿ ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã.

Îðãðàô G = (V, α) � ýòî ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ

÷àñòü, áûòü ìîæåò, ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, à îñòàëü-

íûå � íåýéëåðîâûìè. Ïóñòü c � êîëè÷åñòâî íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-

ñòè, à e � êîëè÷åñòâî ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â îðãðàôå G.

Ðåêîíñòðóêöèþ, ñîäåðæàùóþ ñðåäè âñåõ ðåêîíñòðóêöèé èñõîäíîãî îðãðà-

ôà G = (V, α) ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã, íàçîâåì îïòèìàëü-

íûì äîáàâëåíèåì ïî ïðèíöèïó ïóòåé (äëÿ êðàòêîñòè, ÎÄÏÏ). Ñîãëàñíî ëåì-

ìå 1.8 äîáàâëåíèå äóã èç ÎÄÏÏ ïðåîáðàçóåò îðãðàô G = (V, α) â îðãðàô, ó

êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì äàþò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïðå-

îáðàçîâàíèÿ îðãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ýéëåðîâà, â

ýéëåðîâ îðãðàô, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ

äóã.

Ëåììà 1.10. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ âîç-

ìîæíî âñå c íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ¾ñîåäèíèòü¿ â îäíó êîìïî-

íåíòó ïóòåì äåéñòâèé ñ äîáàâëåííûìè äóãàìè â äîïîëíåíèè G = (V, α−∆)
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èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ëåììû 1.10 ïîëó÷åííûé îðãðàô ñîñòîèò èç e + 1 êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè, e èç êîòîðûõ áûëè ýéëåðîâûìè êîìïîíåíòàìè â èñõîäíîì

îðãðàôå G = (V, α). Ýéëåðîâó êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèé â ëåììå 1.10, íàçîâåì, äëÿ êðàòêîñòè, ¾áàçèñíîé¿.

Ëåììà 1.11. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ è

ïîñòðîåíèÿ ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòû âîçìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè íà
∑k

i=1(li − 1) = m − k, ãäå k � êîëè÷åñòâî ïóòåé â

íàéäåííîé ÎÄÏÏ, l0, l1, · · · , lk−1 � äëèíû ïóòåé â íàéäåííîé ðåêîíñòðóêöèè

ÎÄÏÏ, m � êîëè÷åñòâî äóã â íàéäåííîé ÎÄÏÏ, m =
∑k

i=1(li − 1).

Àëãîðèòì 1.2.

1. Åñëè èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî ïîñòàâëåííàÿ

çàäà÷à ðåøåíà, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðîèçâîäèì íèêàêèõ äåéñòâèé è àëãîðèòì

çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

2. Åñëè â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íåò íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè, òî âûáèðàåì èç êàæäîé ýéëåðîâîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî îäíîé

âåðøèíå è äîáàâëÿåì öèêë èç e äóã, ïðîõîäÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç âñå

âûáðàííûå âåðøèíû. Ïîëó÷åííûé îðãðàô ñòàë ýéëåðîâûì îðãðàôîì, àëãî-

ðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3.

3. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) = 0 è

öåíó cost(u, v) = 0;

� ê èñõîäíîìó îðãðàôó G = (V, α) äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷-

íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (s, v), ñ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ cap(u, v) = 1 è öåíîé cost(u, v) = 1;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (v, t), ñ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ cap(u, v) = 1 è öåíîé cost(u, v) = 1;

� â îðãðàô G = (V, α) äîáàâëÿåì âñåâîçìîæíûå äóãè (u, v) ∈ β èç åãî

äîïîëíåíèÿ G = (V, α−∆), ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) = 1
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è öåíó cost(u, v) = 1.

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s} ∪ {t}, β).

4. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-

ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà.

5. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì

è ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì äîïîëíåíèÿ G = (V, α − ∆) èñõîäíîãî îðãðàôà

G = (V, α), äîáàâëÿåì â îðãðàô G = (V, α). Ïîñëå äåéñòâèÿ â ýòîì ïóíêòå â

ïîëó÷åííîì îðãðàôå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

6. ¾Ïðèñîåäèíÿåì¿ âñå íåýéëåðîâû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è åùå êàê ìàê-

ñèìóì m − k ýéëåðîâûõ ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû 1.10 è ëåììû 1.11.

7. Äîáàâëÿåì åùå max(e−m+k, 0) äóã, ÷òîáû ¾ïðèñîåäèíèòü¿ îñòàâøèåñÿ

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.2 ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè àëãîðèòìà Áàñàêåðà-Ãîóýíà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëü-

íîé ñòîèìîñòè, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ïóíêòå 4. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî-

ñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 1.6.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì óäà-

ëåíèÿ äóã ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàí ïðîèçâîëüíûé îðãðàô

G = (V, α), íåîáõîäèìî ìåòîäîì óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã ïî-

ëó÷èòü îðãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñòðîèò îïòèìàëüíóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ îð-

ãðàôîâ ìåòîäîì óäàëåíèÿ äóã.

Àëãîðèòì 1.3.

1. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) â òðàíñïîðòíóþ ñåòü N =

(V ∪ {s, t}, β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v), ðàâ-

íóþ 1;

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ñòîèìîñòü cost(u, v), ðàâíóþ 1;
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� äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (s, v),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(s, v) è öåíó cost(s, v) ðàâíûìè 1;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (v, t),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(v, t) è öåíó cost(v, t) ðàâíûìè 1;

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β), â êîòîðîé êàæäàÿ äóãà

(u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1.

2. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-

ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà.

3. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì è

ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α), óäàëÿåì â îðãðàôå

G = (V, α). Â ïîëó÷åííîì îðãðàôå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ýéëåðîâîé.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.3 ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè àëãîðèòìà Áàñàêåðà-Ãîóýíà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëü-

íîé ñòîèìîñòè, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ïóíêòå 2. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî-

ñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 1.8.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ Ò-íåïðèâîäèìûõ ðàñøèðåíèé íåêî-

òîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ÒÍÐ äëÿ öåïåé,

çâåçä, îáúåäèíåíèÿ öåïåé è ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÒÍÐ, íå èçîìîðôíîå êîíòóðó

Cn+1, äëÿ öåïè Pn, ãäå n ≥ 4 (ñì. [À9, A10]).

Àëãîðèòì 2.1. Äàíà öåïü Pn = (V, α), ïðè ýòîì n ≥ 4. Ïîñòðîèì îäíî èç

åå ÒÍÐ H = (W,β), òàêîå ÷òî H � Cn+1, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê Pn âåðøèíó w.

2. Äîáàâèì äóãè (v0, w) è (v1, w).

3. Äîáàâèì äóãè (w, vn−2) è (w, vn−1).

4. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi ∈ V , ãäå 2 ≤ i ≤ n − 3, äîáàâèì äóãè (vi, w) è

(w, vi).
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Êîëè÷åñòâî äóã |β| â H = (W,β) ðàâíî (n− 1) + 4 + 2(n− 4) = 3n− 5.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.1 ðàâíà O(n). Äîêàçàòåëüñòâî

êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 2.2.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, α) íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíî-

æåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà äâå äîëè V1 è V2, òàêèå ÷òî V1∪V2 = V ,

|V1| > 0, |V2| > 0 è íè îäíà âåðøèíà èç V1 íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ äðóãîé

âåðøèíîé èç V1, íè îäíà âåðøèíà èç V2 íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ äðóãîé âåð-

øèíîé èç V2. Äâóäîëüíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì, åñëè ëþáàÿ

âåðøèíà ïåðâîé äîëè V1 ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ êàæäîé âåðøèíîé âòîðîé äîëè

V2. Ïðè |V1| = i, |V2| = j òàêîé ãðàô îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ki,j.

Ïîä çâåçäîé ñ k äóãàìè áóäåì ïîíèìàòü îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç ïîëíîãî

äâóäîëüíîãî ãðàôà K1,k íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé åãî ðåáåð. Ïîíÿòèÿ êîðíÿ è

ëèñòüåâ â çâåçäàõ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Êîðåíü

çâåçäû áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ÷åðåç c. Î÷åâèäíî, ÷òî çâåçäó c k ëèñòüÿìè

ìîæíî çàäàòü ïàðîé ÷èñåë l èm, ãäå d+(c) = l è d−(c) = m, ïðè ýòîì l+m = k.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äëÿ çâåçäû Sl,m ïîñòðîèòü min(l,m) íåèçî-

ìîðôíûõ ÒÍÐ, ñîäåðæàùèõ 2(l +m) + 2 äóã.

Àëãîðèòì 2.2. Äàíà çâåçäà Sl,m, â êîòîðîé l > 0 è m > 0. Ïîñòðîèì

min(l,m) åå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ÒÍÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê çâåçäå Sl,m âåðøèíó w.

2. Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî q, òàêîå ÷òî 1 ≤ q ≤min(l,m).

3. Âûáåðåì ëþáûå q ëèñòüåâ-èñòî÷íèêîâ. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà u,

âîøåäøåãî â ýòî âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (w, u). Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà

v, íå âîøåäøåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (v, w).

4. Âûáåðåì ëþáûå q ëèñòüåâ-ñòîêîâ. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà u, âîøåä-

øåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (u,w). Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà v, íå âî-

øåäøåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (w, v).

5. Äîáàâèì âñòðå÷íûå äóãè (c, w) è (w, c) ìåæäó êîðíåì c è âåðøèíîé w.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.2 ðàâíà O(l + m), òàê êàê çà

O(1) òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü êàæäóþ èç l + m + 1 âåðøèí çâåçäû Sl,m.
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Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 2.3.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ çâåçäû

Sl,m (ñì. [À9, A10]).

Àëãîðèòì 2.3. Äàíà çâåçäà Sl,m. Ïîñòðîèì åå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ H =

(W,β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê çâåçäå Sl,m âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà vi äîáàâèì äóãó (vi, w).

3. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà vi äîáàâèì äóãó (w, vi).

4. Äîáàâèì äóãó (c, w).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.3 ðàâíà O(l+m). Äîêàçàòåëüñòâî

êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 2.4.

Ðàññìîòðèì òèï îðãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé P 0
n0

= (V0, α0),

P 1
n1

= (V1, α1), · · · , P k−1
nk−1

= (Vk−1, αk−1). Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì k öåïåé. Â îðãðàôå G ñóùåñòâóåò
∑k−1

i=0 ni âåðøèí è
∑k−1

i=0 (ni−
1) =

∑k−1
i=0 ni − k äóã. Îáîçíà÷èì

∑k−1
i=0 ni ÷åðåç n.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êîíñòðóêöèþ îäíîãî èç ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ

öåïåé.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k öå-

ïåé P i
ni

= (Vi, αi), ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Òîãäà åãî ÒÍÐ H = ((
⋃k−1
i=0 Vi) ∪ {w}, β)

ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì â îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
âåðøèíû w è ñëåäóþùèõ äóã

äëÿ êàæäîé öåïè Pni, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â íåé.

1. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí, òî:

� äîáàâèì äóãè (vi,0, w) è (vi,1, w);

� äîáàâèì äóãè (w, vi,n−2) è (w, vi,n−1);

� äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi,j, ãäå 2 ≤ j ≤ ni − 3, äîáàâèì äóãè (vi,j, w) è

(w, vi,j).

2. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò äâå âåðøèíû, òî:

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (w, vi,1), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,1.

3. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû è ïðè ýòîì â îðãðàôå G íå
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ñóùåñòâóåò öåïè, ñîäåðæàùåé äâå âåðøèíû, òî:

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (vi,1, w);

� äîáàâèì äóãó (w, vi,2), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,2.

4. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni

ñîäåðæèò òðè âåðøèíû è ïðè ýòîì â îðãðàôå G

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà öåïü P j
nj
, ñîäåðæàùàÿ äâå âåðøèíû, òî:

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (w, vi,2), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,2.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäè-

íåíèÿ öåïåé (ñì. [À10]).

Àëãîðèòì 2.4. Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k

öåïåé P i
ni

= (Vi, αi), ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Òîãäà ïîñòðîèì åãî ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ

H = (W,β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì â îðãðàô G âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà vi,0 ∈ Vi, ãäå 0 ≤ i ≤ k−1 äîáàâèì äóãó (w, vi,0).

3. Äëÿ êàæäîãî ñòîêà vi,ni ∈ Vi, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1 äîáàâèì äóãó (vi,ni, w).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.4 îöåíèâàåòñÿ êàê O(n). Äîêàçà-

òåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 2.6.

Ìíîãîóãîëüíûì îðãðàôîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ âñÿêèé îðãðàô M , ïî-

ëó÷åííûé ïåðåîðèåíòàöèåé íåêîòîðûõ äóã êîíòóðà Cn. Ïîä ÷åòíûìè ìíîãî-

óãîëüíûìè îðãðàôàìè áóäåì ïîíèìàòü ìíîãîóãîëüíûå îðãðàôû ñ ÷åòíûì êî-

ëè÷åñòâîì âåðøèí. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îäíî èç ÒÍÐ äëÿ ÷åòíûõ

ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü M = (Z, γ) � ÷åòíûé ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô ïîðÿä-

êà n. Òîãäà îäíèì èç åãî ÒÍÐ áóäåò îðãðàô H = (W,β), ãäåW = Z∪{w}, β =

γ ∪ {(v, w)|v ∈ Z, d−(v) = 0} ∪ {(w, v)|v ∈ Z, d+(v) = 0} ∪ {(v, w), (w, v)|v ∈
Z, d+(v) = 1, d−(v) = 1}.

Äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ îáùåãî âèäà, êàê ÷åòíûõ, òàê è íå÷åòíûõ,

ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü èõ ÒÍÐ, èìå-

þùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(n3) (ñì. [A11]).
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Àëãîðèòì 2.5. Äàí ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M = (Z, γ). Ïîñòðîèì åãî

ÒÍÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê M âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ Z äîáàâèì äóãè:

� åñëè v ∈ Z ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, òî äîáàâèì äóãó (v, w);

� åñëè v ∈ Z ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, òî äîáàâèì äóãó (w, v);

� åñëè v ∈ Z, òàêàÿ ÷òî d+(v) = 1 è d−(v) = 1, òî äîáàâèì äóãè (v, w) è

(w, v).

Îðãðàô, ïîñòðîåííûé ïîñëå âûøåîïèñàííûõ ïóíêòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåçH0 =

(W,β0). Ïîëîæèì k = 0;

Åñëè n ≡ 0 (mod 2), òî åñòü ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì,

òî çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà, òàê êàê ïîñòðîåííûé îðãðàô H0 ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì ÒÍÐ. Èíà÷å, â ñëó÷àå n ≡ 1 (mod 2), ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ïóíêòó àëãîðèòìà.
 

 

 

 

аа vi-2 vi+2 

w 

vi-1 
vi+1 

vi 

Ðèñóíîê 2.1. Èëëþñòðàöèÿ ï. 3 àëãîðèòìà 2.5

3. Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû vi, èìåþùèå ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà,

ðàâíûå 1, d+(vi) = 1 è d−(vi) = 1, â ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M , â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ èõ èíäåêñîâ.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà vi ∈ Z â ïóíêòå 3 èìååò ñòåïåíü èñõîäà è ñòå-
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ïåíü çàõîäà, ðàâíûå 1, òî ∃vi−1 ∈ Z : (vi−1, vi) ∈ γ è ∃vi+1 ∈ Z : (vi, vi+1) ∈ γ
(ðèñ. 2.1). Òàêæå, ïî ïîñòðîåíèþ â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà, âåðøèíà vi ñîåäèíåíà

ñ âåðøèíîé w äóãàìè (vi, w) è (w, vi). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé À: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk − vi−1 −
(w, vi). Ñòðîèì îðãðàô Hk+1 = (W,βk+1), òàêîé ÷òî Hk+1 = Hk − (w, vi),

βk+1 = βk − (w, vi). Äàëåå àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Ñëó÷àé B: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk − vi+1 −
(vi, w). Còðîèì îðãðàô Hk+1 = (W,βk+1), òàêîé ÷òî Hk+1 = Hk − (v, w),

βk+1 = βk − (vi, w). Äàëåå àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Ñëó÷àé C: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M íå âêëàäûâàåòñÿ íè â îðãðàô Hk −
vi−1−(w, vi), íè â îðãðàôHk−vi+1−(vi, w). Íå ïðîèçâîäèì íèêàêèõ äåéñòâèé,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Ïîñëå òîãî, êàê âñå âåðøèíû ðàññìîòðåíû, àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðà-

áîòó. Ïîñòðîåííûé èç îðãðàôà H0 îðãðàô Hk, ãäå k � ýòî êîëè÷åñòâî äóã,

óäàëåííûõ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðà-

ôà M .

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â òåîðåìå 2.10.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè êîëè÷åñòâà äî-

áàâëåííûõ äóã â ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ.

Òåîðåìà 2.11. Èç ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ êîíòóðû è òîëüêî îíè, èìå-

þò ÒÍÐ, ñîäåðæàùèå 2n äîáàâëåííûõ äóã.

Òåîðåìà 2.12. Ìíîãîóãîëüíûå îðãðàôû ïîðÿäêà n, ãäå n � ÷åòíîå, ñ äâî-

è÷íûì êîäîì âèäà 0101..01, èìåþò ÒÍÐ, ñîäåðæàùèå n äîáàâëåííûõ äóã.
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ÃËÀÂÀ I. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÝÉËÅÐÎÂÛ ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ

ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ

1. Îïòèìàëüíàÿ ýéëåðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ îðãðàôîâ

ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàí ïðîèçâîëüíûé ñâÿç-

íûé îðãðàô G = (V, α), íåîáõîäèìî ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè ìèíèìàëüíîãî

êîëè÷åñòâà äóã ïðåîáðàçîâàòü åãî â ýéëåðîâ.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ýéëåðîâîñòè

îðãðàôà (ñì. [7]).

Òåîðåìà 1.1. Ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ

ýéëåðîâûì, êîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû îðãðàôà v ∈ V ñòåïåíü åå èñõîäà

ðàâíÿåòñÿ ñòåïåíè åå çàõîäà. �

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé

ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè îðãðàôîâ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã.

Ëåììà 1.1. Ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α) äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîíñòðóê-

öèþ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé

åãî âåðøèíû v ∈ V ñóììà d+(v) + d−(v) ÷åòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α)

äîïóñêàåò íåêîòîðóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã.

Ïåðåîðèåíòèðóåì äóãè îðãðàôà G = (V, α) ñîãëàñíî ýòîé ðåêîíñòðóêöèè. Ïî-

ëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô G′ = (V, α′), â êîòîðîì äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V

âûïîëíÿåòñÿ d+(v) = d−(v) â ñèëó òåîðåìû 1.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîé ýé-

ëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã îðãðàôà G äëÿ êàæäîé

âåðøèíû v ∈ V ñóììà d+(v) +d−(v) íå ìåíÿåòñÿ. Òàê êàê ñóììà äâóõ ðàâíûõ

÷èñåë âñåãäà ÷åòíîå ÷èñëî, òî èçíà÷àëüíî äëÿ âñåõ âåðøèí îðãðàôà G ñóììà

ñòåïåíè èñõîäà è çàõîäà êàæäîé âåðøèíû v áûëà ÷åòíîé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ìóëüòèãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ìåæäó ïà-

ðîé åãî âåðøèí ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî ðåáðà. Çàìåíèì êàæäóþ äóãó (u, v) ∈

21



α ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) íà ðåáðî. Åñëè â èñõîäíîì îðãðàôå íå áûëî

âñòðå÷íûõ äóã (u, v) ∈ α è (v, u) ∈ α ìåæäó íåêîòîðîé ïàðîé âåðøèí u è

v, òî ïîëó÷èì íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô H, èíà÷å ïîëó÷èì ìóëüòèãðàô H, â

êîòîðîì ìåæäó âåðøèíàìè u è v ñóùåñòâóþò äâà ðåáðà (u, v). Â ãðàôå èëè

ìóëüòèãðàôå H âñå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé åãî

âåðøèíû v ðàâíà ñóììå ñòåïåíè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà d+(v) + d−(v) ñî-

îòâåòñòâóþùåé âåðøèíû v â îðãðàôå G. Â òàêîì ãðàôå èëè ìóëüòèãðàôå

ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ ïóòü â ñèëó òåîðåìû 1.1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïåðåîðè-

åíòèðîâàòü äóãè èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) â ïîðÿäêå ïðîõîæäåíèÿ ýòîãî

ïóòè, ïîëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî. �

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî â èñõîäíîì ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α) âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå ëåììû 1.1.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå áàëàíñà âåðøèíû v. Áàëàíñîì âåðøèíû v â îðãðàôe

G = (V, α) íàçîâåì ÷èñëî bal(v) = d+(v) − d−(v). Ïðè ýòîì âåðøèíà v ∈
V ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé èëè íóëåâîé â çàâèñèìîñòè îò

ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà ÷èñëà bal(v). Â ýéëåðîâîì îðãðàôå áàëàíñ êàæäîé

âåðøèíû ðàâåí 0, òàê êàê äëÿ êàæäîé âåðøèíû ýéëåðîâà îðãðàôà ñòåïåíü

èñõîäà ðàâíÿåòñÿ ñòåïåíè çàõîäà ïî òåîðåìå 1.1.

Î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V èñõîäíîãî ñâÿçíîãî îðãðàôà G =

(V, α) íåîáõîäèìî ïåðåîðèåíòèðîâàòü êàê ìèíèìóì |bal(v)| èíöèäåíòíûõ åé

äóã, ÷òîáû åå áàëàíñ ñòàë íóëåâûì.

Ëåììà 1.2. Èç ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V ñâÿçíîãî îðãðàôà

G = (V, α) ñóùåñòâóåò ïóòü â íåêîòîðóþ îòðèöàòåëüíóþ âåðøèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α)

ñóììà áàëàíñîâ âñåõ âåðøèí ðàâíÿåòñÿ 0. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ äóãà (u, v) ∈
α îðãðàôà G îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàåò áàëàíñ âåðøèíû u íà 1 è óìåíüøàåò

áàëàíñ âåðøèíû v íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñóììà
∑

v∈V bal(v) íå èçìåíÿ-

åòñÿ è îñòàåòñÿ ðàâíîé 0.

Ïóñòü v ∈ V � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåðøèíà ñâÿçíîãî îð-

ãðàôà G = (V, α), d+(v) > d−(v). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(v) ìíîæåñòâî âåðøèí,
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äîñòèæèìûõ èç âåðøèíû v. Â ÷àñòíîñòè, âåðøèíà äîñòèæèìà èç ñàìîé ñå-

áÿ. Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî â D(v) íåò îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí, à

ïðèñóòñòâóþò òîëüêî íóëåâûå èëè ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû.

Ðàññìîòðèì âåðøèíû v′0, v
′
1, · · · , v′r−1, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò

âåðøèíû v (ðèñ. 1.1).

 

v'r-1 v'2 v'1 v'0 

v 

… 

Ðèñóíîê 1.1. Âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò âåðøèíû v

Òàê êàê â ìíîæåñòâî D(v) íåò îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí, òî äëÿ êàæäîé âåð-

øèíû v′i, ãäå d
+(v′i) ≥ d−(v′i), ñòåïåíü èñõîäà áîëüøå èëè ðàâíà ñòåïåíè çàõîäà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó êàæäîé âåðøèíû v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1, êîëè÷åñòâî èñõîäÿ-

ùèõ äóã äîëæíî áûòü áîëüøå èëè ðàâíî êîëè÷åñòâó âõîäÿùèõ äóã. Ïðè ýòîì,

èñõîäÿùèå äóãè èç âåðøèíû v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1, ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè

êëàññà:

1. äóãè (v′i, v) â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v;

2. äóãè (v′i, v
′
j) â äðóãóþ âåðøèíó v′j, ãäå i 6= j, 0 ≤ j ≤ r− 1, íàõîäÿùóþñÿ

íà ðàññòîÿíèè 1 îò âåðøèíû v;

3. äóãè (v′i, v
′′
j ) â íåêîòîðóþ âåðøèíó v′′j , íàõîäÿùóþñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò

âåðøèíû v.

Â âåðøèíó v íå ìîæåò âõîäèòü áîëüøå, ÷åì d−(v) äóã. Ïðè ýòîì d−(v) <

d+(v), òàê êàê âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî

ñðåäè âåðøèí v′0, v
′
1, · · · , v′r−1 ñóùåñòâóþò âåðøèíû, èñõîäÿùèå äóãè èç êîòî-

ðûõ âåäóò â âåðøèíó v, òî åñòü èñõîäÿùèå äóãè èç êëàññà 1 â êëàññèôèêàöèè

âûøå (ðèñ. 1.2). Òàêèì îáðàçîì, êàê ìèíèìóì d+(v) − d−(v) èñõîäÿùèõ äóã

ñîäåðæèòñÿ â êëàññå 2 è â êëàññå 3.
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v'r-1 v'2 v'1 v'0 

v 

… 

Ðèñóíîê 1.2. Äóãè êëàññà 1

Òàê êàê bal(v) > 0 (âåðøèíà v � ïîëîæèòåëüíàÿ) è bal(v′i) ≥ 0, ãäå 0 ≤ i ≤
r − 1 (âåðøèíû v′i � íåîòðèöàòåëüíûå), òî bal(v) +

∑r−1
i=0 bal(v

′
i) > 0. Íî, òàê

êàê â ëþáîì ñâÿçíîì îðãðàôå ñóììà áàëàíñîâ âñåõ âåðøèí ðàâíÿåòñÿ 0, òî,

ïîìèìî âåðøèí v è v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r− 1, â ðàññìàòðèâàåìîì îðãðàôå äîëæíû

áûòü äðóãèå âåðøèíû. Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå äóãè (v′i, v
′
j), ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1,

0 ≤ j ≤ r− 1, i 6= j, èç êëàññà 2 óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû v′j íà 1

è âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü íàëè÷èÿ åùå îäíîé èñõîäÿùåé äóãè èç ýòîé âåðøèíû.

Òàêèì îáðàçîì ñðåäè èñõîäÿùèõ äóã èç âåðøèí v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1, áóäóò

îáÿçàòåëüíî äóãè èç êëàññà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü âåðøèíû

v′′0 , v
′′
1 , · · · , v′′s−1 íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò âåðøèíû v. Âåðøèíû v′′i , ãäå

0 ≤ i ≤ s− 1, òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, ïîòîìó ÷òî ïî äîïóùåíèþ

âûøå â ìíîæåñòâî D(v) íåò îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí. Áàëàíñ êàæäîé âåðøèíû

v′′i , ãäå 0 ≤ i ≤ s− 1, áîëüøå èëè ðàâåí 0. Ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ,

êàê äëÿ âåðøèí v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1. À èìåííî, bal(v) +
∑r−1

i=0 bal(v
′
i) +∑s−1

i=0 bal(v
′′
i ) > 0, íî, òàê êàê â ëþáîì ñâÿçíîì îðãðàôå ñóììà áàëàíñîâ âñåõ

âåðøèí ðàâíÿåòñÿ 0, òî, ïîìèìî âåðøèí v, v′i, ãäå 0 ≤ i ≤ r − 1 è v′′i , ãäå

0 ≤ i ≤ s − 1, â ðàññìàòðèâàåìîì îðãðàôå äîëæíû áûòü äðóãèå âåðøèíû,

äîñòèæèìûå èç âåðøèíû v íà ðàññòîÿíèè 3. Åñëè ñðåäè âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ

íà ðàññòîÿíèè 3, ïî äîïóùåíèþ âûøå, òàêæå íåò îòðèöàòåëüíûõ, òî ýòî âëå÷åò

ñóùåñòâîâàíèå âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç âåðøèíû v íà ðàññòîÿíèè 4 è òàê äî

áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî D(v) äîñòèæèìûõ âåðøèí èç âåðøèíû
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v ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Â ñèëó âûøåîïèñàííûõ ôàêòîâ, äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈
V ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà äîñòèæèìàÿ èç íåå

îòðèöàòåëüíàÿ âåðøèíà. �

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ó êàæäîé âåðøèíû v ∈ V
åå áàëàíñ ñòàë íóëåâûì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóòü (v = v0, v1), (v1, v2), (v2, v3), · · · , (vk−3, vk−2),
(vk−2, vk−1 = w) äëèíû k − 1 â îðãðàôå G = (V, α) èç íåêîòîðîé ïîëîæè-

òåëüíîé âåðøèíîé v ∈ V â íåêîòîðóþ îòðèöàòåëüíóþ âåðøèíó w ∈ V è

ïåðåîðèåíòèðóåì âñå äóãè ýòîãî ïóòè. Ïîñëå äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ bal(v)

óìåíüøèòñÿ íà 1, bal(w) óâåëè÷èòñÿ íà 1, à áàëàíñ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåð-

øèí ïóòè vi, ãäå 1 ≤ i ≤ k − 2, îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Îïèðàÿñü íà âû-

øåèçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá ïåðåîðèåíòàöèè

äóã ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α): ïîêà â îðãðàôå G = (V, α) ñóùåñòâóþò

íåíóëåâûå âåðøèíû, áóäåì ïåðåîðèåíòèðîâàòü ïóòè â îðãðàôå G = (V, α),

ècõîäÿùèå èç âåðøèí ñ ïîëîæèòåëüíûì áàëàíñîì â âåðøèíû ñ îòðèöàòåëü-

íûì áàëàíñîì. Íàçîâåì òàêóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ � ïåðåîðèåíòàöèÿ

ïî ïðèíöèïó ïóòåé (â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ÏÏÏ).

Ëåììà 1.3. Ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ýé-

ëåðîâà îðãðàôà èç ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé âåðøèíû v ∈ V îðãðàôà G áó-

äåò ïåðåîðèåíòèðîâàíî íå ìåíåå
|bal(v)|

2
ñìåæíûõ ñ íåé äóã. Ïðè ýòîì, òàê

êàê íà÷àëüíûìè âåðøèíàìè ïóòåé â ÏÏÏ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû è áà-

ëàíñû ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, òî áàëàíñû âñåõ íó-

ëåâûõ âåðøèí òàêæå îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÏÏÏ

èç ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) ïîëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô, ãäå äëÿ ëþáîé

v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ d+(v) = d−(v). �

Ëåììà 1.4 äàåò íèæíþþ ãðàíèöó êîëè÷åñòâà ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ.

Ëåììà 1.4. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïåðå-

îðèåíòèðîâàòü â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ, ðàâíî

∑
v∈V |bal(v)|

4
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ÏÏÏ ó÷àñòâóþò âñå íåíóëåâûå âåð-

øèíû è ïðè ïåðåîðèåíòàöèè îäíîãî ïóòè èçìåíÿþòñÿ áàëàíñû ðîâíî äâóõ

âåðøèí, òî ÷èñëî ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì∑
v∈V |bal(v)|

4
. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áóäåò ïåðåîðèåíòèðîâàíî ìåíüøå

÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

4
ïóòåé, òî â ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α) îñòàíóòñÿ íåíóëå-

âûå âåðøèíû. �

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ââåäåì îáîçíà÷åíèå k =

∑
v∈V |bal(v)|

4
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïóòè â ÏÏÏ âîçìîæíî âûáðàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî äó-

ãàì.

Ëåììà 1.5. Â ëþáîé ÏÏÏ âîçìîæíî âûáðàòü ïóòè ìåæäó íåíóëåâûìè

âåðøèíàìè òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü ïî äóãàì.

 

 

v1 

v2 u2 

u1 

w1 w2 

Ðèñóíîê 1.3. Ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè u1, v1 è u2, v2 â îðãðàôå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòü îðãðàôà, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1.3.

Ïîä ñòðåëêàìè ìåæäó âåðøèíàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ïóòè ìåæäó íèìè. Âåð-

øèíû u1 è u2 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, bal(u1) > 0 è bal(u2) > 0, âåðøèíû

v1 è v2 � îòðèöàòåëüíûìè, bal(v1) < 0 è bal(v2) < 0. Äîïóñòèì, íåîáõîäèìî

ïåðåîðèåíòèðîâàòü ïóòè ìåæäó ïðîèçâîëüíî âûáðàííûìè âåðøèíàìè u1, v1 è

u2, v2.

Ïðåäïîëîæèì, áûë âûáðàí ïóòü u1, · · · , w1, · · · , w2, · · · , v1 è äóãè, ñîäåð-
æàùèåñÿ â ýòîì ïóòè, áûëè ïåðåîðèåíòèðîâàíû (ðèñ. 1.4).

Äàëåå íåîáõîäèìî ïåðåîðèåíòèðîâàòü äóãè â ïóòè u2, · · · , w2, · · · , w1, · · · ,
v2 èç âåðøèíû u2 â âåðøèíó v2. Ïîñëå äàííûõ äåéñòâèé ïîëó÷åí îðãðàô íà

ðèñ. 1.5.
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Ðèñóíîê 1.4. Äóãè ïîñëå ïåðåîðèåíòàöèè ïóòè u1, · · · , w1, · · · , w2, · · · , v1
 

 

 w2 w1 

v2 

v1 u1 

u2 

Ðèñóíîê 1.5. Äóãè ïîñëå ïåðåîðèåíòàöèè ïóòè u2, · · · , w2, · · · , w1, · · · , v2

Ïîñìîòðåâ íà ðèñ. 1.5, çàìåòèì, ÷òî äóãè â ïóòè èç âåðøèíû w1 â âåðøèíó

w2 îñòàëèñü íå ïåðåîðèåíòèðîâàííûìè, òàê êàê èõ ïåðåîðèåíòàöèÿ îñóùåñòâ-

ëÿëàñü äâà ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåîðèåíòàöèÿ ïóòåé ìåæäó âåðøèíàìè u1,

v1 è u2, v2 íèêàê íå ìåíÿåò îðèåíòàöèþ äóã ìåæäó âåðøèíàìè w1 è w2. Âû-

øåîïèñàííûå äåéñòâèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåîðèåíòàöèþ ïóòåé

u1, · · · , w1, · · · , v2 è u2, · · · , w2, · · · , v1.
Íà äàííîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïóòåé â ÏÏÏ ìåæäó íåíó-

ëåâûìè âåðøèíàìè íå ïåðåñåêàåòñÿ ïî äóãàì. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî â

ëþáîé ÏÏÏ âîçìîæíî âûáðàòü ïóòè òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü ïî äóãàì

ìåæäó íåíóëåâûìè âåðøèíàìè. �

Äóãè â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äóã ñâÿçíîãî

îðãðàôà G = (V, α), ò. å. ÏÏÏ ⊆ α. Â îðãðàôå G åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæè-

òåëüíûõ âåðøèí outi, 0 ≤ i ≤ l − 1, òàêèõ ÷òî bal(outi) > 0, è ìíîæåñòâî

îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí ini, 0 ≤ i ≤ h − 1, òàêèõ ÷òî bal(ini) < 0. Âïîñëåä-

ñòâèè íàäî áóäåò ïåðåîðèåíòèðîâàòü íå ìåíåå k ïóòåé, âûõîäÿùèõ èç ïîëî-
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æèòåëüíûõ âåðøèí è âõîäÿùèõ â îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû, ñ öåëüþ ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (ðèñ. 1.6). Äóãè, ñîñòàâëÿþùèå ýòè ïóòè, è åñòü äóãè â

íåêîòîðîé ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ.
 

 

 

 

 

 
inh-1 

in1 

in0 

outl-1 

out1 

out0 

… 

… 

… 

… … … 

Ðèñóíîê 1.6. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ

Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýéëåðîâûõ ðåêîí-

ñòðóêöèé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïîòîêîâ â òðàíñïîðòíûõ

ñåòÿõ.

Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðãðàô N = (V, β) ñ îäíèì èñòî÷-

íèêîì s è îäíèì ñòîêîì t, ãäå êàæäàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ

ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v).

Ïîòîêîì â òðàíñïîðòíîé ñåòèN = (V, β) íàçûâàþò ôóíêöèþ flow : β → R,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. flow(u, v) ≤ cap(u, v) � îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-

ñòüþ;

2. flow(u, v) = −flow(v, u) � àíòèñèììåòðè÷íîñòü;

3. (∀v ∈ (V − {s, t})(
∑

u∈V flow(u, v) = 0)) � ñîõðàíåíèå ïîòîêà.

Âåëè÷èíà ïîòîêà |flow| îïðåäåëÿåòñÿ êàê
∑

v∈V flow(s, v).Ìàêñèìàëüíûì

ïîòîêîì â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β) ÿâëÿåòñÿ ïîòîê ìàêñèìàëüíîé âå-

ëè÷èíû (ñì. [12]).
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Ñòîèìîñòü ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåëè÷èíà
∑

u,v∈V flow(u, v)cost(u, v).

Ìàêñèìàëüíûì ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N =

(V, β) ÿâëÿåòñÿ ïîòîê, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå áîëüøå ñòîèìîñòè ëþáîãî äðó-

ãîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà (ñì. [18]).

Äóãà (u, v) ∈ β â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β) ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé

ïîòîêîì, åñëè flow(u, v) > 0.

Îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè (u, v) ∈ β îïðåäåëÿåòñÿ êàê

âåëè÷èíà capf(u, v) = cap(u, v) − f(u, v). Äëÿ çàäàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè

N = (V, β) è ïîòîêà flow, îñòàòî÷íîé òðàíñïîðòíîé ñåòüþ, ïîðîæäåííîé

ïîòîêîì flow, ÿâëÿåòñÿ ñåòü Nf = (V, βf), ãäå βf = {(u, v) ∈ α|cf(u, v) > 0}.
Óâåëè÷èâàþùèéñÿ ïóòü äëÿ çàäàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòèN = (V, β) è ïîòîêà

flow � ýòî íåêîòîðûé ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó t â îñòàòî÷íîé ñåòè

Nf = (V, βf) (ñì. [12]).

¾Ðàñøèðèì¿ ðåêîíñòðóêöèþ ÏÏÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì äâå âåðøèíû begin è end â èñõîäíûé ñâÿçíûé îðãðàô G =

(V, α).

2. Äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû outi îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤

i ≤ l − 1, äîáàâèì
|bal(outi)|

2
âõîäÿùèõ â íåå äóã (begin, outi).

3. Äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû ini îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤

i ≤ h− 1, äîáàâèì
|bal(ini)|

2
âûõîäÿùèõ èç íåå äóã (ini, end).

Ïîëó÷åííûå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.7.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿ íå ïðîèçâåäåíî íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ

èçìåíåíèé, êîòîðûå áû îòðàçèëèñü íà ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ. Çà èñêëþ÷åíèåì

òîãî, ÷òî â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ íåîáõîäèìî èñêàòü íå ìåíåå k

ïóòåé èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Íàõîæäåíèå k ïóòåé èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end áóäåò ýêâèâàëåíòíî

íàõîæäåíèþ k ïóòåé èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû

â ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α), åñëè íå ó÷èòûâàòü ¾ìíèìûå¿ äóãè, ñìåæíûå

ñ âåðøèíàìè begin è end, äîáàâëåííûå ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿, êîòîðûõ íåò â

ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α).
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Ðèñóíîê 1.7. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ

Òåîðåìà 1.2. Äóãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ âîçìîæíî èí-

òåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî äóã δ, íàñûùåííûõ ìàêñèìàëüíûì ïîòî-

êîì flow, â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, ò. å. δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1},
s = begin, t = end è (u, v) ∈ ÏÏÏ ⇔ (u, v) ∈ δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçêîé ïóòåé B(u, v) èç âåðøèíû u â âåðøèíó v â

îðãðàôå G = (V, α) íàçîâåì ìíîæåñòâî ïóòåé, íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî äóãàì,

èç âåðøèíû u â âåðøèíó v (ñì. [7]). Â ëþáîé ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóê-

öèè ÏÏÏ ïóòè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî äóãàì ñîãëàñíî ëåììå 1.5. ßñíî, ÷òî äó-

ãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ � ýòî ñâÿçêà k èëè áîëåå ïóòåé

B(begin, end) èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end.

Ðàññìîòðèì äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, íàñûùåííûå ïîòîêîì:

δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1}. Ñîãëàñíî ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåíñîíà ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà (ñì. [12]) δ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïóòåé èç èñòî÷íèêà

s â ñòîê t, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî äóãàì, â ñèëó ñâîéñòâà îãðàíè÷åíèÿ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, (∀(u, v) ∈ β)(cap(u, v) = 1), è â ñèëó ñâîéñòâà ñî-

õðàíåíèÿ ïîòîêà, (∀v ∈ (V − {s, t})(
∑

u∈V flow(u, v) = 0)). Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà äëÿ âñåõ âåðøèí, êðîìå èñòî÷íèêà s è ñòîêà

t, êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ äóã ðàâíî êîëè÷åñòâó èñõîäÿùèõ äóã. Êàæäàÿ äóãà
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ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó ïóòè èç èñòî÷íèêà s â ñòîê t è ïóòè ïî äóãàì

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè

íå ïðåâîñõîäèò 1. Òî åñòü δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1} â òðàíñïîðòíîé ñåòè
N = (V, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè

è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, � ýòî ñâÿçêà ïóòåé B(s, t).

Åñëè ñìîòðåòü íà êîíñòðóêöèþ íà ðèñ. 1.7 êàê íà òðàíñïîðòíóþ ñåòü N =

(V, β) ñ èñòî÷íèêîì begin è ñòîêîì end, â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

òàêîé ñåòè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü

∑l−1
i=0 |bal(outi)|

2
ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðè ýòîì∑l−1

i=0 |bal(outi)|
2

=

∑
v∈V |bal(v)|

4
= k. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ÏÏÏ â ñâÿçíîì

îðãðàôå G = (V, α) ñîîòâåòñòâóåò ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðò-

íîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è öåíà

êàæäîé äóãè ðàâíà 1. �

Òåîðåìà 1.2 èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïîçâîëÿåò èí-

òåðïðåòèðîâàòü ¾ðàñøèðåííûå¿ ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ êàê äóãè, íàñûùåííûå

ïîòîêîì â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ îñîáîãî âèäà, ó êîòîðûõ öåíà è ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè ðàâíû 1. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîòîêîâûå

àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t

â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β) âûáîð ïðîèçâîëüíîé ÏÏÏ íå ãàðàíòèðóåò âû-

áîðà îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íàçî-

âåì îïòèìàëüíîé ÏÏÏ (äëÿ êðàòêîñòè, ÎÏÏÏ) ðåêîíñòðóêöèþ, ñîäåðæàùóþ

ñðåäè âñåõ ðåêîíñòðóêöèé ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî ïåðåîðèåíòèðîâàííûõ äóã. Ôàêòè÷åñêè, íàõîæäåíèå ÎÏÏÏ ñîñòàâëÿåò

ñóòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé

ñåòè N = (V, β), ãäå êàæäàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1, ñîñòàâëÿåò
∑

u,v∈V flow(u, v). Ýòà âå-

ëè÷èíà ðàâíà êîëè÷åñòâó äóã, íàñûùåííûõ ïîòîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íà-

õîæäåíèÿ äóã â ðàñøèðåííîé ÎÏÏÏ íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê
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ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β).

Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóê-

öèè ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã, êîòîðûé áà-

çèðóåòñÿ íà âûøåñêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ (ñì. [A4]).

Àëãîðèòì 1.1.

1. Åñëè èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èëè â íåì ñó-

ùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà v, ñóììà ñòåïåíè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà

êîòîðîé íå÷åòíà, òî äàííûé îðãðàô íå äîïóñêàåò ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì ïå-

ðåîðèåíòàöèè äóã. Âûâîäèòñÿ ñîîáùåíèå îá ýòîì è àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ

ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

2. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ñâÿçíûé îðãðàô G = (V, α) â òðàíñïîðòíóþ ñåòü

N = (V ∪ {s, t}, β) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v), ðàâ-

íóþ 1;

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ñòîèìîñòü cost(u, v), ðàâíóþ 1;

� äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì
|bal(v)|

2
äóã (s, v),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(s, v) è öåíó cost(s, v) ðàâíûìè 1;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì
|bal(v)|

2
äóã (v, t),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(v, t) è öåíó cost(v, t) ðàâíûìè 1.

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β), â êîòîðîé êàæäàÿ äóãà

(u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1.

3. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-

ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà (ñì. [18]).

4. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì,

(∀(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1), è ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì èñõîäíîãî ñâÿçíîãî

îðãðàôà G = (V, α), ïåðåîðèåíòèðóåì â îðãðàôå G = (V, α). Ïîëó÷åííûé

îðãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì.

Îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåîðèåíòèðîâàííûõ äóã â îðãðàôå G = (V, α) áóäåò
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ðàâíî
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v) − 2k, òàê êàê èç ñòîèìîñòè ïîòîêà, ñîñòàâ-

ëÿþùåé
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v), íåîáõîäèìî îòíÿòü êîëè÷åñòâî äóã, èí-

öèäåíòíûõ èñòî÷íèêó s è ñòîêó t, ïîñêîëüêó îíè íå ñóùåñòâóþò â èñõîäíîì

ñâÿçíîì îðãðàôå G = (V, α).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.1. Ïðîâåðêà îðãðàôà G =

(V, α) íà ñâÿçíîñòü è íà òî, ÷òî ó êàæäîé åãî âåðøèíû v ñóììà ñòåïåíè èñ-

õîäà è ñòåïåíè çàõîäà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì, â ïóíêòå 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ

çà O(|V |). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïóíêòîâ 2, 4 àëãîðèòìà 1.1 íå ïðå-

âîñõîäèò O(|V |2). Â èòîãå, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.1 ðàâíà

àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Áàñàêåðà-Ãîóýíà ïîèñêà ìàêñèìàëü-

íîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ïóíêòå 3. Íà

äàííûé ìîìåíò èçâåñòíà ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà çà O(|V |5) (ñì. [18]).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà 1.1 íà ïðèìåðå îðãðàôà G =

(V, α), èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.8.

 

 

 

 

v2 v4 

v3 

v1 v0 

Ðèñóíîê 1.8. Îðãðàô G = (V, α)

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé îðãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ñóììà ñòåïåíè èñõîäà

è çàõîäà êàæäîé åãî âåðøèíû v ∈ V ÷åòíà. Òàêèì îáðàçîì, îðãðàô G =

(V, α) äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã ñî-

ãëàñíî ëåììå 1.1. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì 1.1 íå çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó íà

ïóíêòå 1 è ïåðåõîäèò ê ïóíêòó 2.
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Â îðãðàôå G = (V, α) ñóùåñòâóåò äâå ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû v0 è v1,

èìåþùèå áàëàíñ 2, è äâå îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû v3 è v4, èìåþùèå áàëàíñ

−2. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé â ïóíêòå 2 áóäåò ïîñòðîåíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü

N = (V ∪ {s, t}, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1.9

ñëåâà. Â ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû v0 è v1 áóäåò äîáàâëåíà îäíà âõîäÿùàÿ äó-

ãè èç èñòî÷íèêà s, â âåðøèíû v3 è v4 áóäåò äîáàâëåíà îäíà âûõîäÿùàÿ äóãà

â ñòîê t. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåí-

íîé òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 1.1. Äóãè,

ïîïàâøèå â íàéäåííûé ïîòîê, îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì íà ðèñ. 1.9 ñïðàâà.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

v2 v4 

v3 

v1 
v0 

t 

s 

t 

s 

v2 v4 

v3 

v1 
v0 

Ðèñóíîê 1.9. Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β) (ñëåâà) è
äóãè, ïîïàâøèå â ïîòîê (ñïðàâà)

Â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 1.1 ïåðåîðèåíòèðóåì äóãè ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì

èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α), íàñûùåííûå ïîòîêîì â òðàíñïîðòíîé ñåòè

N = (V ∪ {s, t}, β). Ïîëó÷èì îðãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.10.

Òåîðåìà 1.3. Àëãîðèòì 1.1 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà 1.1.

Åñëè îðãðàô G = (V, α) íà âõîäå àëãîðèòìà 1.1 íå ñîîòâåòñòâóåò óñëî-

âèþ ëåììû 1.1, òî àëãîðèòì 1.1 çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó ñ âûâîäîì ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ðåçîëþöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 1.1 èñõîäíûé îðãðàô

G = (V, α) äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè äóã
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v2 v4 

v3 

v1 v0 

Ðèñóíîê 1.10. Îïòèìàëüíàÿ ýéëåðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ îðãðàôà G = (V, α)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ñóììà ñòåïåíè èñõîäà

è çàõîäà êàæäîé åãî âåðøèíû ÷åòíà. Èìåííî ýòî è ïðîâåðÿåòñÿ â ïóíêòå 1

àëãîðèòìà 1.1. Åñëè æå îðãðàô äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ ìåòîäîì

ïåðåîðèåíòàöèè äóã, òî àëãîðèòì 1.1 ïåðåõîäèò ê ïóíêòó 2.

Â ïóíêòå 2 ñòðîèòñÿ òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N = (V ∪{s, t}, β), â êîòîðîé êàæ-

äàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v),

ðàâíûå 1. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåò-

ñÿ
|bal(v)|

2
âõîäÿùèõ â íåå äóã (s, v) èç èñòî÷íèêà s, à äëÿ êàæäîé îòðèöà-

òåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåòñÿ
|bal(v)|

2
âûõîäÿùèõ èç íåå äóã (v, t) â

ñòîê t. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñå-

òè N = (V ∪ {s, t}, β) íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

4
, òàê êàê∑

v∈V flow(s, v) ≤
∑

v∈V |bal(v)|
4

. Â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 1.1 â òðàíñïîðòíîé

ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîè-

ìîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 äóãè, íàñûùåííûå ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì â ïî-

ñòðîåííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪{s, t}, β), èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê äóãè,

ñîäåðæàùèåñÿ â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ. Êàê ðàç âåëè÷èíà ìàê-

ñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), ñîñòàâëÿþùàÿ∑
v∈V |bal(v)|

4
, ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïóòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî
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ïåðåîðèåíòèðîâàòü â ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ ñîãëàñíî ëåììå 1.4. Ïðè ýòîì ïî

ëåììå 1.3 ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÏÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ýéëåðîâà

îðãðàôà èç èñõîäíîãî ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α).

Â ñèëó òîãî, ÷òî â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 1.1 èùåòñÿ íå ïðîñòî ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê, à ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, è ïî ïîñòðîåíèþ

êàæäàÿ äóãà (u, v) èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v),

ðàâíûå 1, òî àëãîðèòì íàõîäèò íå ïðîèçâîëüíóþ ÏÏÏ, à îïòèìàëüíóþ ÏÏÏ.

Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

îçíà÷àåò âûáîð ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷å-

ñòâîì äóã ñðåäè âñåõ äðóãèõ ðåêîíñòðóêöèé. Îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåîðèåíòè-

ðîâàííûõ äóã â îðãðàôå G = (V, α) áóäåò ðàâíî
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v)−

2(

∑
v∈V |bal(v)|

4
) =

∑
u,v∈V cost(u, v)flow(u, v)− 2k, êàê óêàçàíî â àëãîðèòìå

1.1. �

2. Îïòèìàëüíàÿ ýéëåðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ îðãðàôîâ

ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàí ïðîèçâîëüíûé îð-

ãðàô G = (V, α), íåîáõîäèìî ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà

äóã ïðåîáðàçîâàòü åãî â ýéëåðîâ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðãðàôà ñóùåñòâóåò ýéëå-

ðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã.

Ëåììà 1.6. Ëþáîé îðãðàô G = (V, α) âñåãäà äîïóñêàåò ýéëåðîâó ðåêîí-

ñòðóêöèþ ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíûé îðãðàô (V, (V × V ) − ∆), â êîòîðîì ìåæäó

êàæäîé ïàðîé âåðøèí åñòü äóãè â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, è êîòîðûé ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí èç ëþáîãî îðãðàôà G = (V, α) äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî

÷èñëà äóã, ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì. �

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áàëàíñà âåðøèíû, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ìå-

òîäîì äîáàâëåíèÿ äóã. Áàëàíñ âåðøèíû v ∈ V â îðãðàôå G = (V, α) �

ýòî âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ðàçíîñòè ñòåïåíè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà âåðøèíû,
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bal(v) = d+(v)− d−(v). Âåðøèíà v ∈ V áóäåò ïî-ïðåæíåìó íàçûâàòüñÿ ïîëî-

æèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé èëè íóëåâîé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñâîéñòâà ÷èñëà bal(v). Â ýéëåðîâîì îðãðàôå áàëàíñ êàæäîé âåðøèíû ðàâåí

0, òàê êàê äëÿ êàæäîé âåðøèíû ýéëåðîâà îðãðàôà ñòåïåíü èñõîäà ðàâíÿåòñÿ

ñòåïåíè çàõîäà ïî òåîðåìå 1.1.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V íåîáõîäèìî äîáàâèòü êàê ìèíèìóì |bal(v)|
èíöèäåíòíûõ åé äóã, ÷òîáû åå áàëàíñ ñòàë íóëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå

êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã â îðãðàô G = (V, α) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå,

÷åì ñóììà áàëàíñîâ âñåõ åãî âåðøèí, äåëåííàÿ ïîïîëàì,

∑
v∈V |bal(v)|

2
, èíà÷å

â îðãðàôå G = (V, α) îñòàíóòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî äóãè

ìîæíî äîáàâëÿòü òîëüêî èç äîïîëíåíèÿ îðãðàôà G = (V, α−∆).

Ëåììà 1.7. Êàæäàÿ äóãà (u, v), äîáàâëåííàÿ â èñõîäíûé îðãðàô G =

(V, α), áóäåò ñîäåðæàòüñÿ ëèáî â íåêîòîðîì êîíòóðå èç äîáàâëåííûõ äóã,

ëèáî â íåêîòîðîì ïóòè èç äîáàâëåííûõ äóã èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû u â

ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû u è v èñõîäíîãî

îðãðàôà G, òàêèå ÷òî íå ñóùåñòâóåò äóãè èç âåðøèíû u â âåðøèíó v, (u, v) 6∈
α. Äîáàâèì äóãó (u, v) (ðèñ. 1.11). Äàëåå íà ðèñóíêàõ äîáàâëåííûå äóãè áóäóò

îáîçíà÷àòüñÿ ïóíêòèðîì.
 

v 
u 

Ðèñóíîê 1.11. Äîáàâëåííàÿ äóãà (u, v)

Ðàññìîòðèì, êàê òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) ïî-

âëèÿåò íà ñòåïåíè åãî âåðøèí. Âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Âåðøèíà u ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, ò. å. bal(u) < 0;

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóãè (u, v) áàëàíñ âåðøèíû u óâåëè÷èòñÿ íà 1 è ïðèáëè-

çèòñÿ ê 0. Áàëàíñ âåðøèíû v â òàêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ëèáî ïîëîæèòåëü-

íûì, ëèáî íåïîëîæèòåëüíûì.

1.1. Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ò. å. bal(v) > 0;
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Ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóãè (u, v) áàëàíñ âåðøèíû v óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó è

ïðèáëèçèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äîáàâëåí ïóòü èç îòðèöàòåëüíîé âåðøè-

íû u â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.

1.2. Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé, ò. å. bal(v) ≤ 0;

×òîáû ñäåëàòü áàëàíñ âåðøèíû v íóëåâûì ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóãè (u, v),

íåîáõîäèìî äîáàâèòü |bal(v)| + 1 äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû v, êàê áûëî

ñêàçàíî âûøå. Ïóñòü äîáàâëåíà äóãà (v, w) (ðèñ. 1.12).
 

 w v u 

Ðèñóíîê 1.12. Äîáàâëåííàÿ äóãà (v, w)

Ñèòóàöèÿ ñ âåðøèíîé w áóäåò àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè ñ âåðøèíîé v. Åñëè

âåðøèíà w ïîëîæèòåëüíàÿ, òî óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî, òàê êàê äî-

áàâëåí ïóòü èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû u â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó w. Åñëè

âåðøèíà w íåïîëîæèòåëüíàÿ, òî íåîáõîäèìî áóäåò äîáàâèòü |bal(w)|+ 1 äóã,

âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû w. Òàê êàê çàäà÷à ñòàâèòñÿ äëÿ êîíå÷íûõ îðãðàôîâ,

òî âîçìîæíû äâå ïåðñïåêòèâû. Ëèáî â èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) äîáàâèòñÿ

ïóòü èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû u â íåêîòîðóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó, ëè-

áî äîáàâèòñÿ êîíòóð, åñëè êîíåö äîáàâëåííîé äóãè áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðøèíîé

u. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.

2. Âåðøèíà u ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ò. å. bal(u) ≥ 0.

×òîáû ñäåëàòü áàëàíñ âåðøèíû v íóëåâûì ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóãè (u, v),

íåîáõîäèìî äîáàâèòü |bal(u)| + 1 äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó u. Îäíó èç òàêèõ

äîáàâëåííûõ äóã îáîçíà÷èì ÷åðåç (w, u) (ðèñ. 1.13).
 

 w v u 

Ðèñóíîê 1.13. Äîáàâëåííàÿ äóãà (w, u)

Åñëè âåðøèíà w îòðèöàòåëüíàÿ, òî åå áàëàíñ óâåëè÷èòñÿ íà 1 è ïðèáëè-

çèòñÿ ê 0. Èíà÷å, åñëè âåðøèíà w íåîòðèöàòåëüíàÿ, òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóãè
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(w, u), íåîáõîäèìî áóäåò äîáàâèòü åùå |bal(w)| + 1 äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó

w. Îäíó èç òàêèõ äîáàâëåííûõ äóã îáîçíà÷èì ÷åðåç (w1, w). Ñ âåðøèíîé w1

ñêëàäûâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ. Â êîíöå êîíöîâ, â èñõîäíûé îðãðàô G

ëèáî äîáàâèòñÿ äóãà (wi+1, wi) èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû wi+1, ëèáî äîáà-

âèòñÿ êîíòóð, åñëè wi+1 = v. Ïðè äîáàâëåíèè êîíòóðà â èñõîäíûé îðãðàô G

óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî. Åñëè âåðøèíà wi+1 îòðèöàòåëüíàÿ, òî áàëàíñ

âåðøèíû v ìîæåò áûòü ëèáî ïîëîæèòåëüíûì, ëèáî íåïîëîæèòåëüíûì.

2.1. Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ò. å. bal(v) > 0.

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóã (wi+1, wi), (wi, wi−1), (wi−1, wi−2), · · · , (w1, w) áàëàíñ

âåðøèíû wi+1 óâåëè÷èòñÿ íà 1 è ïðèáëèçèòñÿ ê 0. Áàëàíñû âåðøèí wi, wi−1,

wi−2, · · · , w1, w ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äîáàâëåí ïóòü èç îòðè-

öàòåëüíîé âåðøèíû wi+1 â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v. Óòâåðæäåíèå ëåììû

âûïîëíåíî.

2.2. Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé, ò. å. bal(v) ≤ 0.

Ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïóíêòó 1.2. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.

Â èòîãå, êàæäàÿ äîáàâëåííàÿ â èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) äóãà áóäåò

ñîäåðæàòüñÿ ëèáî â íåêîòîðîì ïóòè èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû â ïîëîæè-

òåëüíóþ, ëèáî â íåêîòîðîì êîíòóðå èç äîáàâëåííûõ äóã. �

Êîíñòðóêòèâíûé ñìûñë ëåììû 1.7 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â èñõîäíûé îð-

ãðàô G = (V, α) íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü ëèáî ïóòè èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí

â ïîëîæèòåëüíûå, ëèáî êîíòóðû.

Îðãðàô G = (V, α) � ýòî ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ

÷àñòü, áûòü ìîæåò, ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, à îñòàëü-

íûå � íåýéëåðîâûìè. Ïóñòü c � êîëè÷åñòâî íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-

ñòè, à e � êîëè÷åñòâî ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â îðãðàôå G.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íåò

íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Âñå âåðøèíû òàêîãî îðãðàôà ÿâëÿþòñÿ

íóëåâûìè. Åñëè ïðè ýòîì e = 1, òî èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ýé-

ëåðîâûì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà, íèêàêèõ äåéñòâèé ïðåäïðèíèìàòü íå

íàäî. Åñëè e > 1, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îðãðàôà G = (V, α) ÿâëÿ-
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åòñÿ ýéëåðîâîé. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1.14 â îðãðàôå òðè ýéëåðîâûõ êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè: {u0, u1, u2, u3}, {v0, v1, v2, v3}, {w0, w1, w2, w3}.

 

 

 

 
w3 w2 

w1 w0 

v3 
v2 

v1 v0 

u3 u2 

u1 u0 

Ðèñóíîê 1.14. Îðãðàô, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α), êîòîðûé ñîñòîèò

òîëüêî èç ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò, ýéëåðîâûì îðãðàôîì, íåîáõîäèìî âûáðàòü

èç êàæäîé ýéëåðîâîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî îäíîé âåðøèíå è äîáàâèòü

öèêë èç e äóã, ïðîõîäÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç âñå âûáðàííûå âåðøèíû.

Íàïðèìåð, â îðãðàôå íà ðèñ. 1.14 âûáåðåì âåðøèíû u0, v0 è w0 è äîáàâèì

öèêë (u0, v0), (v0, w0), (w0, u0) äëèíû 3. Ïîëó÷èì îðãðàô íà ðèñ. 1.15.
 

 

 

 

 
w3 w2 

w1 w0 

v3 
v2 

v1 v0 

u3 u2 

u1 u0 

Ðèñóíîê 1.15. Îðãðàô ïîñëå äîáàâëåíèÿ öèêëà (u0, v0), (v0, w0), (w0, u0)

Î÷åâèäíî, ÷òî íåëüçÿ èç îðãðàôà G = (V, α), ñîñòîÿùåãî èç e êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè, ïîëó÷èòü ýéëåðîâ îðãðàô, äîáàâèâ â íåãî ìåíåå, ÷åì e äóã.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) åñòü õîòÿ áû

îäíà íåéýëåðîâà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ò. å. c > 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íûé ïóòü (v = v0, v1), (v1, v2), (v2, v3), · · · , (vk−3, vk−2), (vk−2, vk−1 = w) äëèíû

k − 1 â äîïîëíåíèè îðãðàôà G = (V, α − ∆), èç íåêîòîðîé îòðèöàòåëüíîé

âåðøèíû v ∈ V , â íåêîòîðóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó w ∈ V , è äîáàâèì âñå
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äóãè ýòîãî ïóòè â èñõîäíûé îðãðàôG = (V, α). Ïîñëå äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

bal(v) óìåíüøèòñÿ íà 1, bal(w) óâåëè÷èòñÿ íà 1, à áàëàíñ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ

âåðøèí ïóòè vi, ãäå 1 ≤ i ≤ k− 2, îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Îïèðàÿñü íà âûøå-

èçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá äîáàâëåíèÿ äóã â

îðãðàô G = (V, α): ïîêà â îðãðàôå G = (V, α) ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåðøè-

íû, áóäåì äîáàâëÿòü ïóòè èç äîïîëíåíèÿ îðãðàôà G = (V, α−∆), ècõîäÿùèå

èç âåðøèí ñ îòðèöàòåëüíûì áàëàíñîì â âåðøèíû ñ ïîëîæèòåëüíûì áàëàíñîì.

Íàçîâåì òàêóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ � äîáàâëåíèå ïî ïðèíöèïó ïóòåé (â

äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ÄÏÏ).

Ëåììà 1.8. Ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ èç

îðãðàôà G = (V, α) îðãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé âåðøèíû v ∈ V îðãðàôà G,

áóäåò äîáàâëåíî íå ìåíåå |bal(v)| ñìåæíûõ ñ íåé äóã. Ïðè ýòîì, òàê êàê íà-

÷àëüíûìè âåðøèíàìè ïóòåé â ÄÏÏ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû è áàëàíñû

ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, òî áàëàíñû âñåõ íóëåâûõ

âåðøèí òàêæå îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÄÏÏ èç îð-

ãðàôà G = (V, α) ïîëó÷èì îðãðàô, ãäå ëþáîé âåðøèíû v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ

d+(v) = d−(v), ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

�

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò íèæíþþ ãðàíèöó êîëè÷åñòâà ïóòåé â ðåêîíñòðóê-

öèè ÄÏÏ.

Ëåììà 1.9. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé, êîòîðîå íåîáõîäèìî äîáà-

âèòü â ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ, ðàâíî

∑
v∈V |bal(v)|

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ÄÏÏ ó÷àñòâóþò âñå íåíóëåâûå âåð-

øèíû è ïðè äîáàâëåíèè îäíîãî ïóòè èçìåíÿþòñÿ áàëàíñû ðîâíî äâóõ âåð-

øèí, òî êîëè÷åñòâî ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå

÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

2
. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áóäåò äîáàâëåíî ìåíüøå ÷åì∑

v∈V |bal(v)|
2

ïóòåé, òî â îðãðàôå G = (V, α) îñòàíóòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû.

�
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Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ââåäåì îáîçíà÷åíèå k =

∑
v∈V |bal(v)|

2
.

Äóãè â ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äóã â äîïîëíå-

íèè G = (V, α−∆) îðãðàôà G = (V, α), ò. å. ÄÏÏ ⊆ α−∆. Â îðãðàôå G åñòü

ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí outi, 0 ≤ i ≤ l− 1, òàêèõ ÷òî bal(outi) < 0,

è ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí ini, 0 ≤ i ≤ h−1, òàêèõ ÷òî bal(ini) > 0.

Âïîñëåäñòâèè íàäî áóäåò äîáàâèòü íå ìåíåå k ïóòåé èç α−∆, âûõîäÿùèõ èç

îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí è âõîäÿùèõ â ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû, ÷òîáû êàæ-

äàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îðãðàôà G = (V, α) ñòàëà ýéëåðîâîé (ðèñ. 1.16).

Äóãè, ñîñòàâëÿþùèå ýòè ïóòè, è åñòü äóãè â íåêîòîðîé ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ.
 

 

 

 

 

 
inh-1 

in1 

in0 

outl-1 

out1 

out0 

… 

… 

… 

… … … 

Ðèñóíîê 1.16. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ

¾Ðàñøèðèì¿ ðåêîíñòðóêöèþ ÄÏÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì äâå âåðøèíû begin è end â äîïîëíåíèåG = (V, α−∆) èñõîäíîãî

îðãðàôà G = (V, α).

2. Äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû outi îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤
i ≤ l − 1, bal(outi) < 0, äîáàâèì |bal(outi)| âõîäÿùèõ â íåå äóã (begin, outi).

3. Äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû ini îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤
i ≤ h− 1, bal(ini) > 0, äîáàâèì |bal(ini)| âûõîäÿùèõ èç íåå äóã (ini, end).

Ïîëó÷åííûå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.17.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿ íå ïðîèçâåäåíî íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ

èçìåíåíèé, êîòîðûå áû îòðàçèëèñü íà ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ. Çà èñêëþ÷åíèåì
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Ðèñóíîê 1.17. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ

òîãî, ÷òî â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ íåîáõîäèìî èñêàòü íå ìåíåå k

ïóòåé èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end, ÷òîáû êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

îðãðàôà G = (V, α) ñòàëà ýéëåðîâîé. Íàõîæäåíèå k ïóòåé èç âåðøèíû begin

â âåðøèíó end áóäåò ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ k ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ

âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû â äîïîëíåíèè G = (V, α−∆) îðãðàôà G =

(V, α), åñëè íå ó÷èòûâàòü ¾ìíèìûå¿ äóãè, ñìåæíûå ñ âåðøèíàìè begin è end,

äîáàâëåííûå ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿, êîòîðûõ íåò â äîïîëíåíèè G = (V, α−∆).

Òåîðåìà 1.4. Äóãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ âîçìîæíî èí-

òåðïðåòèðîâàòü, êàê ìíîæåñòâî äóã δ, íàñûùåííûõ ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì

flow, â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè

è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, ò. å. δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1}, s = begin,

t = end è (u, v) ∈ ÄÏÏ ⇔ (u, v) ∈ δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äóãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ

� ýòî ñâÿçêà k èëè áîëåå ïóòåé B(begin, end) èç âåðøèíû begin â âåðøèíó

end.

Ðàññìîòðèì äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, íàñûùåííûå ïîòîêîì:

δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1}. Ñîãëàñíî ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåíñîíà ïîèñ-

êà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà δ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïóòåé èç èñòî÷íèêà s â
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ñòîê t, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî äóãàì, â ñèëó ñâîéñòâà îãðàíè÷åíèÿ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, (∀(u, v) ∈ β)(cap(u, v) = 1), è â ñèëó ñâîéñòâà ñî-

õðàíåíèÿ ïîòîêà, (∀v ∈ (V − {s, t})(
∑

u∈V flow(u, v) = 0)). Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà äëÿ âñåõ âåðøèí, êðîìå èñòî÷íèêà s è ñòîêà

t, êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ äóã ðàâíî êîëè÷åñòâó èñõîäÿùèõ äóã. Êàæäàÿ äóãà

ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó ïóòè èç èñòî÷íèêà s â ñòîê t, è ïóòè ïî äóãàì

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè

íå ïðåâîñõîäèò 1. Òî åñòü δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1} â òðàíñïîðòíîé ñåòè
N = (V, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè

è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, � ýòî ñâÿçêà ïóòåé B(s, t).

Åñëè ñìîòðåòü íà êîíñòðóêöèþ íà ðèñ. 1.17 êàê íà òðàíñïîðòíóþ ñåòü

N = (V, β) ñ èñòî÷íèêîì begin è ñòîêîì end, â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

â òàêîé ñåòè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
∑l−1

i=0 |bal(outi)| ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðè ýòîì∑l−1
i=0 |bal(outi)| =

∑
v∈V |bal(v)|

2
= k. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ÄÏÏ â äîïîëíå-

íèè G = (V, α−∆) îðãðàôà G = (V, α) ñîîòâåòñòâóåò ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1. �

Òåîðåìà 1.4 èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïîçâîëÿåò èí-

òåðïðåòèðîâàòü ¾ðàñøèðåííûå¿ ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ êàê äóãè, íàñûùåííûå

ïîòîêîì â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ îñîáîãî âèäà, ó êîòîðûõ öåíà è ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè ðàâíû 1. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîòîêîâûå

àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì

t â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β) âûáîð ïðîèçâîëüíîãî ÄÏÏ íå ãàðàíòèðó-

åò âûáîðà îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Íàçîâåì îïòèìàëüíûì ÄÏÏ (äëÿ êðàòêîñòè, ÎÄÏÏ) ðåêîíñòðóêöèþ, ñîäåð-

æàùóþ ñðåäè âñåõ ðåêîíñòðóêöèé îðãðàôà G = (V, α) ìèíèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã. Êîëè÷åñòâî äóã â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ îáîçíà÷èì

÷åðåç m. Ôàêòè÷åñêè, íàõîæäåíèå ÎÄÏÏ ïîçâîëÿåò èç îðãðàôà G = (V, α)
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ïîëó÷èòü îðãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè áóäåò ýéëåðîâîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóã â íàéäåííîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ âñå

âåðøèíû ïîëó÷åííîãî îðãðàôà áóäóò íóëåâûìè, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êîì-

ïîíåíòà ïîëó÷åííîãî îðãðàôà áóäåò ýéëåðîâîé, íî îðãðàô íå áóäåò ñâÿçíûì.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé

ñåòè N = (V, β), ãäå êàæäàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1, ñîñòàâëÿåò
∑

u,v∈V flow(u, v). Ýòà âå-

ëè÷èíà ðàâíà êîëè÷åñòâó äóã, íàñûùåííûõ ïîòîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íà-

õîæäåíèÿ äóã â ðàñøèðåííîé ÎÄÏÏ íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê

ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ m äóã â îðãðàô G = (V, α) ìîæåò ïîëó-

÷èòüñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ïîêàæåì ýòî íàãëÿäíî íà

ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íà ðèñ. 1.18. Äëÿ îðãðàôà

G = (V, α) êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàâíî òðåì: {0, 1}, {2, 3, 4}, {5, 6}.
Âåðøèíû 0, 2, 5 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, âåðøèíû 1, 4, 6 � îòðèöàòåëü-

íûìè. Ñîãëàñíî ëåììå 1.9 ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè

ÎÄÏÏ äëÿ îðãðàôà G = (V, α) ðàâíî òðåì, k = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã m íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òðåõ. Ïîñëå

äîáàâëåíèÿ òðåõ äóã â îðãðàô G = (V, α) íà ðèñ. 1.18 âîçìîæíî ïîëó÷èòü

êà÷åñòâåííî ðàçíûé ðåçóëüòàò: îðãðàô íà ðèñ. 1.19 èìååò òðè êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè, îðãðàô íà ðèñ. 1.20 � äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îðãðàô íà ðèñ.

1.21 � îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.

Ïóñòü â îðãðàôG = (V, α) äîáàâëåíû äóãè èç ïðîèçâîëüíîé ðåêîíñòðóêöèè

ÎÄÏÏ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.10. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ âîç-

ìîæíî âñå c íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ¾ñîåäèíèòü¿ â îäíó êîìïî-

íåíòó ïóòåì äåéñòâèé ñ äîáàâëåííûìè äóãàìè â äîïîëíåíèè G = (V, α−∆)

îðãðàôà G = (V, α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèì äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî.

Ðàññìîòðèì ëþáûå äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî îðãðàôà, êîòî-
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Рисунок 1.18 Рисунок 1.19 Рисунок 1.20 Рисунок 1.21 

Îðãðàô G = (V, α) è âàðèàíòû äîáàâëåíèÿ òðåõ äóã ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÎÄÏÏ

ðûå â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íå ÿâëÿëèñü ýéëåðîâûìè. Ïîñëå íàõîæäå-

íèÿ ïðîèçâîëüíîé ÎÄÏÏ â êàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè åñòü õîòÿ áû

îäíà äîáàâëåííàÿ äóãà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, îáîçíà÷èì îäíó èç äîáàâëåííûõ

äóã â ïåðâîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ÷åðåç (u1, u2), îäíó èç äîáàâëåííûõ äóã

âî âòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ÷åðåç (v1, v2) (ðèñ. 1.22).
 

 

 

 

 

u1 

v2 

v1 

u2 

Ðèñóíîê 1.22. Äóãà (u1, u2) â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè è
äóãà (v1, v2) âî âòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëó÷åííîì îðãðàôå íåò äóã (u1, v2) è (v1, u2), èíà÷å ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå äóãè íå ïðèíàäëåæàëè áû ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè. Çà-

ìåíèì äóãè (u1, u2) è (v1, v2) íà äóãè (u1, v2) è (v1, u2), òî åñòü óäàëèì äóãè

(u1, u2) è (v1, v2) èç ïîëó÷åííîãî îðãðàôà ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÎÄÏÏ è äîáàâèì

äóãè (u1, v2) è (v1, u2). Âàæíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áàëàíñû âåðøèí u1, v1, u2, v2
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íå èçìåíèëèñü, äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî îðãðàôà ¾ñîåäèíè-

ëèñü¿ è ÷èñëî äîáàâëåííûõ äóã îñòàëîñü ïðåæíèì (ðèñ. 1.23).
 

 

 

 

 

 

u1 

v2 

v1 

u2 

Ðèñóíîê 1.23. Çàìåíà äóã (u1, u2) è (v1, v2) íà äóãè (u1, v2) è (v1, u2)

Äàëåå, ïðîäåëûâàåì äàííûå äåéñòâèÿ ñ äðóãèìè äîáàâëåííûìè äóãàìè

â åùå ¾íåïðèñîåäèíåííûõ¿ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, ïîêà òàêèå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ñóùåñòâóþò. Â èòîãå, â ïîëó÷åííîì îðãðàôå ïîñëå âûøåîïèñàííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò ðîâíî e + 1 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè â ñèëó òîãî, ÷òî c

êîìïîíåíò èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) áóäóò ¾ñîåäèíåíû¿ â îäíó. Óòâåð-

æäåíèå ëåììû âûïîëíåíî. �

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íà ðèñ. 1.20. Â íåì

ñóùåñòâóåò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè: ïåðâàÿ ñîñòîèò èç âåðøèí 0, 1, 2, 3,

4, âòîðàÿ � èç âåðøèí 5, 6. ¾Ñîåäèíèì¿ ýòè êîìïîíåíòû ïî ñõåìå äîêàçà-

òåëüñòâà ëåììû 1.10. Âîçüìåì äîáàâëåííóþ äóãó (1, 2) èç ïåðâîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè è äóãó (5, 6) èç âòîðîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Çàìåíèì âûáðàííûå

äóãè íà äóãè (1, 5) è (6, 2). Â èòîãå, ïîëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô íà ðèñ. 1.21.

Ñîãëàñíî êîíñòðóêòèâíîìó äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.10 ïî ëþáîé ðåêîí-

ñòðóêöèè ÎÄÏÏ ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïîñòðîèòü ðåêîíñòðóêöèè

ÎÄÏÏ, â êîòîðîé âñå c èçíà÷àëüíî íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èñõîä-

íîãî îðãðàôà G = (V, α) ¾ñîåäèíåíû¿ â îäíó êîìïîíåíòó.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ëåììû 1.10 ïîëó÷åííûé îðãðàô ñîñòîèò èç e + 1 êîì-
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ïîíåíò ñâÿçíîñòè, e èç êîòîðûõ áûëè ýéëåðîâûìè êîìïîíåíòàìè â èñõîäíîì

îðãðàôå G = (V, α). Ýéëåðîâó êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèé â ëåììå 1.10, íàçîâåì, äëÿ êðàòêîñòè, ¾áàçèñíîé¿. Äàëåå, íåîáõîäè-

ìî ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííûé îðãðàô, êîòîðûé íà äàííîì ýòàïå ñîñòîèò èç

ìíîæåñòâà ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò, â ýéëåðîâ îðãðàô, ïðè ýòîì äîáàâèâ ìèíè-

ìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî äóã.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íå áûëî ýéëåðîâûõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî åñòü e = 0, òî çàäà÷à îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîí-

ñòðóêöèè ðåøåíà íà ýòîì ýòàïå, èíà÷å íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå äåéñòâèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî äóãè â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ � ýòî k ïóòåé èç îòðèöàòåëü-

íûõ âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû â äîïîëíåíèè G = (V, α −∆) èñõîä-

íîãî îðãðàôà G = (V, α) (ðèñ. 1.17). Îáîçíà÷èì ÷åðåç l0, l1, · · · , lk−1 äëèíû
ïóòåé â íåêîòîðîé íàéäåííîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ, ãäå li - ýòî äëèíà i-ãî

ïóòè, 0 ≤ i ≤ k − 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì, áåç äîáàâëåíèÿ äîïîëíè-

òåëüíûõ äóã â îðãðàô G = (V, α), êðîìå äóã èç ïîñòðîåííîé ÎÄÏÏ ïîñëå

ëåììû 1.10, óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 1.11. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ è

ïîñòðîåíèÿ ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòû âîçìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè íà
∑k

i=1(li − 1) = m − k, ãäå k � êîëè÷åñòâî ïóòåé â

íàéäåííîé ÎÄÏÏ, l0, l1, · · · , lk−1 � äëèíû ïóòåé â íàéäåííîé ðåêîíñòðóêöèè

ÎÄÏÏ, m � êîëè÷åñòâî äóã â íàéäåííîé ÎÄÏÏ, m =
∑k

i=1(li − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì êîíñòðóêòèâíî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóòü u, v0, v1, v2, · · · , vn−2, vn−1, v èç n + 1

äîáàâëåííûõ äóã â îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî îðãðàôà (ðèñ.

1.24).

Ïîêàæåì, êàê ïóòåì ðàáîòû ñ äîáàâëåííûìè äóãàìè (u, v0), (v0, v1), · · · ,
(vn−2, vn−1), (vn, v) âûáðàííîãî ïóòè âîçìîæíî ¾ïðèñîåäèíèòü¿ êàê ìàêñè-

ìóì n êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå ïîëó÷åííîãî îðãðàôà.

Âûáåðåì îäíó èç âåðøèí ïóòè, çà èñêëþ÷åíèå âåðøèíû u è âåðøèíû v (ò. å.
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… 

z 

v vn-1 v1 v0 u 

Ðèñóíîê 1.24. Ïóòü u, v0, v1, v2, · · · , vn−2, vn−1, v èç n+ 1 äîáàâëåííûõ äóã

êðàéíèõ âåðøèí ïóòè), äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåðøèíó v0. Óäàëèì âõîäÿùóþ â

íåå äîáàâëåííóþ äóãó (u, v0) è âûõîäÿùóþ èç íåå äóãó (v0, v1) èç ïîñòðîåííî-

ãî îðãðàôà è äîáàâèì äóãè (u, z), (z, v1), ãäå z � âåðøèíà èç åùå ¾íåïðèñî-

åäèíåííîé¿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî îðãðàôà, òî åñòü îäíîé èç e

ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α). Ôàêòè÷åñêè, äîáàâëåí-

íûå äóãè (u, v0) è (v0, v1) áûëè çàìåíåíû íà äóãè (u, z), (z, v1). Â ðåçóëüòàòå

ýòèõ äåéñòâèé êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè óìåíüøèëîñü íà 1 (ðèñ. 1.25).
 

 

 

 

 

… 

z 

v vn-1 v1 v0 u 

Ðèñóíîê 1.25. Çàìåíà äîáàâëåííûõ äóã (u, v0) è (v0, v1) íà äóãè (u, z), (z, v1)

Äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðîäåëûâàòü ñ äðóãèìè ïðîìåæóòî÷-

íûìè âåðøèíàìè vi, ãäå 1 ≤ i ≤ n− 1, âûáðàííîãî ïóòè, ïîêà åñòü ¾íåñîåäè-

íåííûå¿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿëèñü ýéëåðîâûìè â èñõîäíîì
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îðãðàôå G = (V, α). Òî åñòü, â ¾íåñîåäèíåííîé¿ êîìïîíåíòå âûáèðàåì íåêî-

òîðóþ âåðøèíó w, çàòåì çàìåíÿåì äóãè (vi−1, vi), (vi, vi+1) íà äóãè (vi−1, w),

(w, vi+1).

Âûáðàâ íåêîòîðûé äðóãîé ïóòü èç äîáàâëåííûõ äóã äëèíû len âîçìîæíî

¾ïðèñîåäèíèòü¿ åùå len−1 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå. Â

èòîãå, âîçìîæíî ¾ïðèñîåäèíèòü¿ êàê ìàêñèìóì
∑k

i=1(li − 1) = m− k êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè, ãäå li äëèíà i-ãî ïóòè â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ. Óòâåðæäåíèå

ëåììû âûïîëíåíî. �

Ïðåîáðàçîâàíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.11 íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü min(e,m−
k) ðàç, ëèáî ïîêà ñóùåñòâóþò ¾íåñîåäèíåííûå¿ ýéëåðîâû êîìïîíåíòû ñâÿç-

íîñòè â ïîñòðîåííîì îðãðàôå, â ñëó÷àå e ≤ m − k, ëèáî ïîêà åñòü äëÿ ýòîãî
âîçìîæíîñòü, â ñëó÷àå e > m− k.
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2 3 

1 

0 

Ðèñóíîê 1.26. Îðãðàô G = (V, α) ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íà ðèñ. 1.26. Â îðãðàôå

G = (V, α) ñóùåñòâóåò òðè íåíóëåâûõ âåðøèíû: 0, 1, 2; äâå êîìïîíåíòû ñâÿç-

íîñòè, îäíà èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé, äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé,

c = 1, e = 1.

Ïóòåì äîáàâëåíèÿ òðåõ äóã, óêàçàííûõ ïóíêòèðîì íà ðèñ. 1.27, ïîëó÷èì

îðãðàô, â êîòîðîì îáå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ýéëåðîâû. Äîáàâëåíû äâà ïó-

òè èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû 0 â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó 2: (0, 1) (1, 2) è

(0, 2). ¾Áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç

âåðøèí 0, 1, 2.
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Ðèñóíîê 1.27. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå äîáàâëåíèÿ òðåõ äóã èç ÎÄÏÏ

Âûáåðåì ïðîìåæóòî÷íóþ âåðøèíó 1 è îäíó èç âåðøèí â åùå ¾íåïðèñî-

åäèííîé¿ êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåðøèíó 4. Óäàëèì äóãè

(0, 1), (1, 2) è äîáàâèì äóãè (0, 4), (4, 2), ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.11.

Â èòîãå, ïîëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô íà ðèñ. 1.28.
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Ðèñóíîê 1.28. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå äîáàâëåíèÿ òðåõ äóã èç ÎÄÏÏ
è ïðèìåíåíèÿ ëåìì 1.10 è 1.11

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîé ðåêîíñòðóöèè ÎÄÏÏ, à òàêæå äåéñòâèé, îïè-

ñàííûõ â äîêàçàòåëüñòâàõ ëåììû 1.10 è ëåììû 1.11, ïîëó÷èì îðãðàô, êîòîðûé

ëèáî óæå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, â ñëó÷àå e ≤ m − k, ëèáî êàæäàÿ åãî êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé, â ñëó÷àå, åñëè e > m−k. Ïðè ýòîì, åñëè
e > m−k, òî â ïîëó÷åííîì îðãðàôå áóäåò e−m+k+1 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,

îäíà èç êîìïîíåíò áóäåò ¾áàçèñíîé¿, à îñòàëüíûå e−m+ k êîìïîíåíò áûëè

ýéëåðîâûìè â èñõîäíîì îðãðàôå äî äîáàâëåíèÿ äóã.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ¾ïðèñîåäèíèòü¿ îñòàâøèåñÿ e−m+k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå íåîáõîäèìî êàê ìèíèìóì e−m+ k äóã. Ïðîäåìîí-

ñòðèðóåì äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì îäíó èç äîáàâëåí-

íûõ äóã (u, v) (ðèñ. 1.29).
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v u 

w1 w2 

Ðèñóíîê 1.29. Äîáàâëåííàÿ äóãà (u, v)

Óäàëèì äóãó (u, v) èç ïîñòðîåííîãî îðãðàôà. Âìåñòî äóãè (u, v) äîáàâèì

ïóòü (u,w1), (w1, w2), · · · , (wn, v), ãäå w1 � âåðøèíà â ïåðâîé èç ¾íåïðèñîåäè-

íåííûõ¿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, w2 � âåðøèíà âî âòîðîé ¾íåïðèñîåäèíåííîé¿

êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, · · · , wn � âåðøèíà â n-îé ¾íåïðèñîåäèíåííîé¿ êîìïî-

íåíòå ñâÿçíîñòè. (ðèñ. 1.30).
 

 

 

 

v u 

w1 w2 

Ðèñóíîê 1.30. Äîáàâëåííûé ïóòü (u,w1), (w1, w2), · · · , (wn, v)

Â èòîãå, âñåãî â îðãðàô G = (V, α) íåîáõîäèìî áóäåò äîáàâèòü m+max(e−
m+k, 0) äóã, ãäå m � êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ, e

� êîëè÷åñòâî ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α),

k � êîëè÷åñòâî ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ. Äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ïðåä-

ëîæåííîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 1.5. Âåëè÷èíà m+max(e−m+ k, 0), ãäå m � êîëè÷åñòâî äóã â

ñïîñîáå ÎÄÏÏ, e � êîëè÷åñòâî ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò â îðãðàôå G = (V, α),
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k =

∑
v∈V |bal(v)|

2
� êîëè÷åñòâî ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëî-

æèòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ, � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî

äóã, êîòîðûå íåîáõîäèìî äîáàâèòü â îðãðàô G = (V, α), ÷òîáû ïîëó÷èòü ýé-

ëåðîâ îðãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ìåíüøåå

êîëè÷åñòâî äóã, ÷åì m+max(e−m+ k, 0). Êàæäàÿ äîáàâëåííàÿ äóãà â èñõîä-

íûé îðãðàô G = (V, α) ñîäåðæèòñÿ ëèáî â íåêîòîðîì ïóòè èç îòðèöàòåëüíîé

âåðøèíû â ïîëîæèòåëüíóþ, ëèáî â öèêëå â ñèëó ëåììû 1.7.

Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷è â èñõîäíûé îðãðàôG = (V, α)

áóäåò äîáàâëåíî ðîâíî k ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå. Â

ñèëó ëåììû 1.9 â ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîëè÷åñòâî ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ

âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì k. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîé

ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîëè÷åñòâî ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëîæè-

òåëüíûå íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åì k. Ïóñòü â îðãðàô G = (V, α) äîáàâëåíî

k =
∑

v∈V |bal(v)|)
2 ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå, ñëåäîâà-

òåëüíî, áàëàíñ êàæäîé âåðøèíû îðãðàôà ðàâåí íóëþ, (∀v ∈ V )(bal(v) = 0).

Ïðè äîáàâëåíèè (k + 1)-ãî ïóòè èç íåêîòîðîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíó u â

íåêîòîðóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïóòü èç âåðøèíû

v â âåðøèíó u ñ öåëüþ îáíóëåíèÿ áàëàíñà âåðøèí v è u. Ñëåäîâàòåëüíî, â

èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) áóäåò äîáàâëåí öèêë, à êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ

ïóòåé èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå îñòàíåòñÿ ðàâíûì k.

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóã â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ è ïîñòðîåíèé, óêàçàííûõ â

ñõåìå äîêàçàòåëüñòâ ëåììû 1.10 è ëåììû 1.11, âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:

1. íå îñòàëîñü ¾íåïðèñîåäèíåííûõ¿ ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò, â ñëó÷àå e ≤
m− k;

2. òàêèå êîìïîíåíòû îñòàëèñü, â ñëó÷àå e > m− k.
Ðàññìîòðèì êàæäóþ ñèòóàöèþ.

1. e ≤ m−k. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé îðãðàôG = (V, α) ïîñëå äîáàâëåíèÿ

äóã â ðåêîíñòðóêöèè ÎÄÏÏ è ïîñòðîåíèé, óêàçàííûõ â ñõåìå äîêàçàòåëüñòâ
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1.10 è ëåììû 1.11, ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì îðãðàôîì. Âñåãî áûëî äîáàâëåíî ðîâíî

m äóã. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

2. e > m − k. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé íàáîð k ïóòåé

èç îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí â ïîëîæèòåëüíûå, ñîñòîÿùèé èç m′ äóã. Ñëåäîâà-

òåëüíî, m′ > m, èíà÷å ïîëó÷àåì ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèâåäåííóþ âûøå.

Èìåÿ m′ äóã, âîçìîæíî ¾ñîåäèíèòü¿ âñå c íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) â ñèëó ëåììû 1.10 è, êàê ìàêñèìóì, m′ − k

ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) â ñèëó ëåììû 1.11. Â

äàëüíåéøåì âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.

2.1. ñóùåñòâóþò ¾íåñîåäèíåííûå¿ ýéëåðîâû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, â ñëó-

÷àå e > m′ − k;
2.2. íå ñóùåñòâóåò ¾íåñîåäèíåííûõ¿ ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, â ñëó-

÷àå e ≤ m′ − k.
Ðàññìîòðèì êàæäóþ ñèòóàöèþ.

2.1. e > m′ − k. Òîãäà íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå e − (m′ − k) äóã ñ öåëüþ

¾ïðèñîåäèíåíèÿ¿ îñòàâøèõñÿ ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â èòîãå, äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòðåáóåò m′ + (e − m′ + k) = e + k, ÷òî íå ìåíüøå, ÷åì

m+max(e−m+ k, 0), â ñëó÷àå e > m− k.
2.2. e ≤ m′ − k ⇒ m′ ≥ e + k. Îäíàêî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàéäåíî ëó÷-

øåå ðåøåíèå çàäà÷è ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà äîáàâëåííûõ äóã â íàéäåííîé

ðåêîíñòðóêöèè: m′ < m+ (e− (m− k)) = e+ k.

Ñëåäîâàòåëüíî, m′ ≥ e + k è m′ < e + k. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî.

Â èòîãå, ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äóã, êîòîðîå íåîáõîäèìî äîáàâèòü äëÿ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α), ñîñòàâëÿåò

m+max(e−m+ k, 0). �

Îñíîâûâàÿñü íà âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ, ïðåäëî-

æèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè îðãðàôà

ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äóã (ñì. [A4, A8]).
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Àëãîðèòì 1.2.

1. Åñëè èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî ïîñòàâëåííàÿ

çàäà÷à ðåøåíà, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðîèçâîäèì íèêàêèõ äåéñòâèé è àëãîðèòì

çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

2. Åñëè â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íåò íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè, c = 0, òî âûáèðàåì èç êàæäîé ýéëåðîâîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî

îäíîé âåðøèíå è äîáàâëÿåì öèêë èç e äóã, ïðîõîäÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíî ÷å-

ðåç âñå âûáðàííûå âåðøèíû. Ïîëó÷åííûé îðãðàô ñòàë ýéëåðîâûì îðãðàôîì,

àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3.

3. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) = 0 è

öåíó cost(u, v) = 0;

� ê èñõîäíîìó îðãðàôó G = (V, α) äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷-

íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (s, v), ñ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ cap(u, v) = 1 è ñ öåíîé cost(u, v) = 1;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (v, t), ñ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ cap(u, v) = 1 è ñ öåíîé cost(u, v) = 1;

� â îðãðàô G = (V, α) äîáàâëÿåì âñåâîçìîæíûå äóãè (u, v) ∈ β èç åãî

äîïîëíåíèÿ G = (V, α−∆), ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) = 1

è öåíó cost(u, v) = 1.

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s} ∪ {t}, β);

4. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-

ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà.

5. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì

è ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì äîïîëíåíèÿ G = (V, α − ∆) èñõîäíîãî îðãðàôà

G = (V, α), äîáàâëÿåì â îðãðàô G = (V, α). Ïîñëå äåéñòâèÿ â ýòîì ïóíêòå â

ïîëó÷åííîì îðãðàôå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

6. ¾Ïðèñîåäèíÿåì¿ âñå íåýéëåðîâû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è åùå êàê ìàê-
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ñèìóì m − k ýéëåðîâûõ ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû 1.10 è ëåììû 1.11.

7. Äîáàâëÿåì åùå max(e−m+k, 0) äóã, ÷òîáû ¾ïðèñîåäèíèòü¿ îñòàâøèåñÿ

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
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Ðèñóíîê 1.31. Îðãðàô G = (V, α)

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæ-

íîñòü ïóíêòîâ 1, 2, 3, 5, 6, 7 àëãîðèòìà 1.2 íå ïðåâîñõîäèò O(|V |2). Â èòîãå,

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.2 ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè

àëãîðèòìà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà 1.2 íà ïðèìåðå îðãðàôà G =

(V, α), èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.31.

Îðãðàô G = (V, α), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.31, èìååò ïÿòü êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè: {v0, v1, v2, v3, v4}, {v5},{v6, v7, v8}, {v9, v10, v11}, {v12}. Âåðøèíû v0 è
v9 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, âåðøèíû v4 è v11 � îòðèöàòåëüíûìè. Âåðøèíà

v0 èìååò áàëàíñ, ðàâíûé 2; âåðøèíà v9 èìååò áàëàíñ, ðàâíûé 1; âåðøèíà v11

èìååò áàëàíñ, ðàâíûé −1; âåðøèíà v4 èìååò áàëàíñ, ðàâíûé −2.

Èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, ïîýòîìó àëãîðèòì

1.2 ïåðåõîäèò ê ïóíêòó 2. Â îðãðàôå G = (V, α) òàêæå ñóùåñòâóþò íåýéëåðî-

âû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òàêèå êàê {v0, v1, v2, v3, v4} è {v9, v10, v11}, ïî ýòîé
ïðè÷èíå àëãîðèòì 1.2 ïåðåõîäèò ê ïóíêòó 3. Âñåãî â îðãðàôå G = (V, α) íà
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Ðèñóíîê 1.32. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóã èç ÎÄÏÏ (ï. 5 àëãîðèòìà 1.2)

ðèñ. 1.31 äâå íåýéëåðîâû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, c = 2, è òðè ýéëåðîâû êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, e = 3. Èçîëèðîâàííûå âåðøèíû v5 è v12 òîæå ñ÷èòàþòñÿ

ýéëåðîâûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé â ïóíêòå 3 áóäåò ïîñòðîåíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N =

(V ∪ {s, t}, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t. Äàëåå â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 1.2

íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé òðàíñ-

ïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β). Äîáàâëåííûå äóãè â ïóíêòå 5, íàñûùåí-

íûå ïîòîêîì è ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì äîïîëíåíèÿ G = (V, α−∆) èñõîäíîãî

îðãðàôà G = (V, α), îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì íà ðèñ. 1.32. Áûëî äîáàâëåíî

äâà ïóòè èç îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v4 â ïîëîæèòåëüíóþ âåðøèíó v0: ýòî

ïóòü èç äâóõ äóã (v4, v2), (v2, v0) è ïóòü èç îäíîé äóãè (v4, v0), êîòîðûå íàõî-

äÿòñÿ â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè {v0, v1, v2, v3, v4}. Òàêæå áûëà äîáàâëåíà äóãà
(v11, v9), êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè {v9, v10, v11}. Òàêèì îáðà-

çîì, â ÎÄÏÏ áûëî äîáàâëåíî 4 äóãè, m = 4, è òðè ïóòè, k = 3.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïóíêòà 5 êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè èñõîäíîãî îð-

ãðàôà G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé. ¾Ñîåäèíÿåì¿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

{v0, v1, v2, v3, v4} è {v9, v10, v11}, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò äîáàâëåííûå äóãè

ïîñëå ïóíêòà 5, ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.10. Äëÿ ýòîãî çàìåíÿåì ïà-

ðó äîáàâëåííûõ äóã (v4, v2) è (v11, v9), íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ
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Ðèñóíîê 1.33. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå äåéñòâèé ëåììû 1.10

ñâÿçíîñòè, íà äóãè (v4, v11) è (v9, v2). Îðãðàô, ïîñëå äàííûõ èçìåíåíèé, ïîêà-

çàí íà ðèñ. 1.33. Òåïåðü â îðãðàôå ñòàëî íà îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìåíü-

øå: äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè {v0, v1, v2, v3, v4} è {v9, v10, v11} ¾ñîåäèíèëèñü¿
â îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè {v0, v1, v2, v3, v4, v9, v10, v11}, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

¾áàçèñíîé¿.
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Ðèñóíîê 1.34. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå äåéñòâèé ëåììû 1.11

Â ïóíêòå 6 àëãîðèòìà 1.2 âîçìîæíî åùå ¾ïðèñîåäèíèòü¿ êàê ìàêñèìóì

m − k ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå ïî ñõåìå äîêàçàòåëü-
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ñòâà ëåììû 1.11. Â ðàññìàòðèâàåì ïðèìåðå m − k = 1. Ïðèñîåäèíèì êîì-

ïîíåíòó {v6, v7, v8} ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå. Äëÿ ýòîãî ïóòü (v9, v2), (v2, v0)

èç äîáàâëåííûõ äóã çàìåíèì íà ïóòü (v9, v8), (v8, v0). Îðãðàô, ïîñëå äàííûõ

èçìåíåíèé, ïîêàçàí íà ðèñ. 1.34.
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Ðèñóíîê 1.35. Îðãðàô G = (V, α) ïîñëå ï. 7 àëãîðèòìà 1.2

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øåñòè ïóíêòîâ àëãîðèòìà 1.2 â îðãðàôå îñòàëèñü äâå

èçîëèðîâàííûå âåðøèíû v5 è v11. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî åùå äîáàâèòü

êàê ìèíèìóì äâå äóãè, ÷òîáû ¾ïðèñîåäèíèòü¿ èõ ê ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå.

Äëÿ ýòîãî óäàëèì äîáàâëåííóþ äóãó (v4, v11) è âìåñòî íåå äîáàâèì ïóòü èç

òðåõ äóã (v4, v5), (v5, v12), (v12, v11), êîòîðûå ïðîõîäèò ÷åðåç èçîëèðîâàííûå

âåðøèíû v5 è v12. Ïîñëå ýòèõ äåéñòâèé ïîëó÷èì ýéëåðîâ îðãðàô, ïîêàçàííûé

íà ðèñ. 1.35.

Òåîðåìà 1.6. Àëãîðèòì 1.2 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà 1.2.

Â ïóíêòå 1 àëãîðèòìà 1.2 ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè èñõîäíûé îðãðàô G =

(V, α) ýéëåðîâûì èëè íåò. Â ñëó÷àå, åñëè èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) óæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî íèêàêèõ äåéñòâèé ïðîèçâîäèòü íå òðåáóåòñÿ è àëãîðèòì

çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

Â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 1.2 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
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èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé. Ïóñòü èñõîäíûé îðãðàô

G = (V, α) ñîñòîèò òîëüêî èç e ýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â òàêîì

ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî äóã, êîòîðîå íåîá-

õîäèìî äîáàâèòü â îðãðàô G = (V, α), ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü åãî â ýéëåðîâ

îðãðàô, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì e. Èìåííî ýòî è äåëàåòñÿ â ïóíêòå 2

àëãîðèòìà 1.2.

Â ïåðâûõ äâóõ ïóíêòàõ àëãîðèòìà 1.2 áûëè ðàçîáðàíû ñëó÷àè âõîäíûõ

äàííûõ, êîãäà â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) íå áûëî íåýéëåðîâûõ êîìïî-

íåíò ñâÿçíîñòè, òî åñòü c = 0. Â ñëó÷àå, åñëè â èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α)

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðî-

âûì îðãðàôîì, òî àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê ïóíêòó 3.

Â ïóíêòå 3 ñòðîèòñÿ òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N = (V ∪{s, t}, β), â êîòîðîé êàæ-

äàÿ äóãà (u, v) ∈ β èç äîïîëíåíèÿ îðãðàôà G = (V, α−∆) èìååò ïðîïóñêíóþ

ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé îòðè-

öàòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåòñÿ |bal(v)| âõîäÿùèõ â íåå äóã (s, v) èç èñ-

òî÷íèêà s, à äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåòñÿ |bal(v)|
âûõîäÿùèõ èç íåå (v, t) äóã â ñòîê t. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìîùíîñòü

ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì∑
v∈V |bal(v)|

2
, òàê êàê

∑
v∈V flow(s, v) ≤

∑
v∈V |bal(v)|

2
. Â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà

1.2 â òðàíñïîðòíîé ñåòèN = (V ∪{s, t}, β) íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìè-

íèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4 äóãè, íàñûùåííûå ìàêñèìàëüíûì

ïîòîêîì â ïîñòðîåííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), èíòåðïðåòèðó-

þòñÿ êàê äóãè, ñîäåðæàùèåñÿ â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ. Êàê ðàç

âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), ñî-

ñòàâëÿþùàÿ

∑
v∈V |bal(v)|

2
, ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïóòåé, êîòîðîå

íåîáõîäèìî äîáàâèòü â ðåêîíñòðóêöèþ ÄÏÏ ñîãëàñíî ëåììå 1.9. Ïðè ýòîì ïî

ëåììå 1.8 ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ èç èñõîä-

íîãî îðãðàôà G = (V, α) îðãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

Åñëè ïîñëå äîáàâëåíèÿ äóã â íàéäåííîé ðåêîíñòðóêöèè ÄÏÏ îðãðàô íå
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ñòàë ñâÿçíûì, òî âñå c íåýéëåðîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ¾ñîåäèíÿòñÿ¿ â îä-

íó¾áàçèñíóþ¿ êîìïîíåíòó ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.10 â ïóíêòå 6 àë-

ãîðèòìà 1.2. Åñëè ïîñëå ýòèõ äåéñòâèé â îðãðàôå îñòàíóòñÿ åùå êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè, íå ïðèñîåäèíåííûå ê¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòå, òî â ïóíêòå 6 àëãî-

ðèòìà 1.2 åùå max(m−k, 0) áóäóò ¾ñîåäèíåíû¿ ñ ¾áàçèñíîé¿ êîìïîíåíòîé ïî

ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.11.

Ïîñëå äåéñòâèé â ïóíêòå 6 êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îðãðàôà G =

(V, α) áóäåò ýéëåðîâîé. Åñëè äåéñòâèé â ïóíêòå 6 àëãîðèòìà 1.2 áóäåò íåäî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýéëåðîâ îðãðàô, òî äîáàâëÿåì åùå max(e−m+k, 0)

äóã, ÷òîáû ¾ïðèñîåäèíèòü¿ îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 1.2 èùåòñÿ íå ïðîñòî ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê, à ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, è ïî ïîñòðîå-

íèþ êàæäàÿ äóãà (u, v) èç äîïîëíåíèÿ îðãðàôà G = (V, α − ∆) èìååò ïðî-

ïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1, òî àëãîðèòì íà-

õîäèò íå ïðîèçâîëüíîå ÄÏÏ, à îïòèìàëüíîå ÄÏÏ. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâà-

íèå ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà îçíà÷àåò âûáîð ýéëåðî-

âîé ðåêîíñòðóêöèè ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì äóã ñðåäè âñåõ

äðóãèõ ðåêîíñòðóêöèé. Îáùåå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã â îðãðàô G =

(V, α) â ïóíêòå 5 áóäåò ðàâíî
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v)− 2(

∑
v∈V |bal(v)|

2
) =∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v) − 2k, êàê óêàçàíî â àëãîðèòìå 1.2. Â èòîãå îáùåå

êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äóã â àëãîðèòìå 1.2 ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ïóíêòîâ

ñîñòàâèòm+max(e−m+k, 0). Ïî òåîðåìå 1.5 äàííîå êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ

äóã ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì. �

3. Îïòèìàëüíàÿ ýéëåðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ îðãðàôîâ

ìåòîäîì óäàëåíèÿ äóã

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàí ïðîèçâîëüíûé îð-

ãðàô G = (V, α), íåîáõîäèìî ìåòîäîì óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã

ïîëó÷èòü îðãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðî-

âîé.

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé
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ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè îðãðàôîâ ìåòîäîì óäàëåíèÿ äóã.

Ëåììà 1.12. Ëþáîé îðãðàô G = (V, α) äîïóñêàåò ðåêîíñòðóêöèþ ê îð-

ãðàôó, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé, ìå-

òîäîì óäàëåíèÿ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïóñòîì îðãðàôå (V,∅), êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

èç îðãðàôà G = (V, α) óäàëåíèåì âñåõ äóã, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé. �

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áàëàíñà âåðøèíû v â îðãðàôå G = (V, α). Áàëàíñ

âåðøèíû v ∈ V â îðãðàôå G = (V, α) � ýòî âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ðàçíîñòè ñòåïå-

íè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà âåðøèíû, bal(v) = d+(v)− d−(v). Âåðøèíà v ∈ V
áóäåì ïî-ïðåæíåìó íàçûâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé èëè íóëåâîé â

çàâèñèìîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà ÷èñëà bal(v). Â ýéëåðîâîì îðãðà-

ôå áàëàíñ êàæäîé âåðøèíû ðàâåí 0, òàê êàê äëÿ êàæäîé âåðøèíû ýéëåðîâà

îðãðàôà ñòåïåíü èñõîäà ðàâíÿåòñÿ ñòåïåíè çàõîäà ïî òåîðåìå 1.1.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V îðãðàôà G = (V, α) íåîáõîäèìî óäàëèòü

êàê ìèíèìóì |bal(v)| èíöèäåíòíûõ åé äóã, ÷òîáû åå áàëàíñ ñòàë íóëåâûì.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ äóã â îðãðàôå G = (V, α) íå

ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ñóììà áàëàíñîâ âñåõ åãî âåðøèí, äåëåííàÿ ïîïîëàì,∑
v∈V |bal(v)|

2
, èíà÷å â îðãðàôå G = (V, α) îñòàíóòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû.

Èç êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû îðãðàôàG = (V, α) ñóùåñòâóþò d+(v)−
d−(v) ïóòåé â îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 èç ëåììû 1.2. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóòü (v = v0, v1), (v1, v2), (v2, v3), · · · , (vk−3, vk−2),

(vk−2, vk−1 = w) äëèíû k− 1 â îðãðàôå G = (V, α) èç íåêîòîðîé ïîëîæèòåëü-

íîé âåðøèíû v ∈ V â íåêîòîðóþ îòðèöàòåëüíóþ âåðøèíó w ∈ V è óäàëèì

âñå äóãè ýòîãî ïóòè. Ïîñëå äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ bal(v) óìåíüøèòñÿ íà 1,

bal(w) óâåëè÷èòñÿ íà 1, à áàëàíñ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí ïóòè vi, ãäå

1 ≤ i ≤ k− 2, îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Îïèðàÿñü íà âûøåèçëîæåííûå ðàññóæ-

äåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá óäàëåíèÿ äóã îðãðàôà G = (V, α): ïîêà

â îðãðàôå G = (V, α) ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåðøèíû, áóäåì óäàëÿòü ïóòè â

îðãðàôå G = (V, α), ècõîäÿùèå èç âåðøèí ñ ïîëîæèòåëüíûì áàëàíñîì â âåð-
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øèíû ñ îòðèöàòåëüíûì áàëàíñîì. Íàçîâåì òàêóþ ýéëåðîâó ðåêîíñòðóêöèþ �

óäàëåíèå ïî ïðèíöèïó ïóòåé (â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ÓÏÏ).

Ëåììà 1.13. Ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ

èç îðãðàôà G = (V, α) îðãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé âåðøèíû v ∈ V îðãðàôà G

áóäåò óäàëåíî íå ìåíåå |bal(v)| ñìåæíûõ ñ íåé äóã. Ïðè ýòîì, òàê êàê íà-

÷àëüíûìè âåðøèíàìè ïóòåé â ÓÏÏ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû è áàëàíñû

ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, òî áàëàíñû âñåõ íóëåâûõ

âåðøèí òàêæå îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîñëå äàííûõ äåéñòâèé äëÿ êàæäîé

âåðøèíû v ∈ V ñòåïåíü èñõîäà áóäåò ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíè çàõîäà. Â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ ÓÏÏ èç îðãðàôà G = (V, α) ïîëó÷èì îðãðàô, ó êîòîðîãî êàæäàÿ

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâîé. �

Ëåììà 1.14 äàåò íèæíþþ îöåíêó êîëè÷åñòâà ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ.

Ëåììà 1.14. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé, êîòîðîå íåîáõîäèìî óäà-

ëèòü â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ, ðàâíî

∑
v∈V |bal(v)|

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ÓÏÏ ó÷àñòâóþò âñå íåíóëåâûå âåð-

øèíû è ïðè óäàëåíèè îäíîãî ïóòè èçìåíÿþòñÿ áàëàíñû ðîâíî äâóõ âåðøèí, òî

÷èñëî ïóòåé â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

2
.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áóäåò óäàëåíî ìåíüøå ÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

2
ïóòåé, òî

â îðãðàôå G = (V, α) îñòàíóòñÿ íåíóëåâûå âåðøèíû. �

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ââåäåì îáîçíà÷åíèå k =

∑
v∈V |bal(v)|

2
.

Äóãè â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äóã îðãðàôà

G = (V, α), ò. å. ÓÏÏ ⊆ α. Â îðãðàôå G = (V, α) åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæè-

òåëüíûõ âåðøèí outi, 0 ≤ i ≤ l − 1, òàêèõ ÷òî bal(outi) > 0, è ìíîæåñòâî

îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí ini, 0 ≤ i ≤ h − 1, òàêèõ ÷òî bal(ini) < 0. Âïîñëåä-

ñòâèè íàäî áóäåò óäàëèòü íå ìåíåå k ïóòåé, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí è âõîäÿùèõ

â âåðøèíû ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (ðèñ. 1.36). Äóãè, ñîñòàâëÿ-

þùèå ýòè ïóòè, è åñòü äóãè â íåêîòîðîé ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ.

¾Ðàñøèðèì¿ ðåêîíñòðóêöèþ ÓÏÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðèñóíîê 1.36. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ

1. Äîáàâèì äâå âåðøèíû begin è end â èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α).

2. Äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû outi îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤
i ≤ l − 1, bal(outi) > 0, äîáàâèì |bal(outi)| âõîäÿùèõ â íåå äóã (begin, outi).

3. Äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû ini îðãðàôà G = (V, α), ãäå 0 ≤
i ≤ h− 1, bal(ini) < 0, äîáàâèì |bal(ini)| âûõîäÿùèõ èç íåå äóã (ini, end).

Ïîëó÷åííûå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.37.
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Ðèñóíîê 1.37. Ïóòè èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿ íå ïðîèçâåäåíî íèêàêèõ êàðäèíàëüíûõ

èçìåíåíèé, êîòîðûå áû îòðàçèëèñü íà ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ. Çà èñêëþ÷åíèåì

òîãî, ÷òî â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ íåîáõîäèìî èñêàòü íå ìåíåå k

ïóòåé èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Íàõîæäåíèå k ïóòåé èç âåðøèíû begin â âåðøèíó end áóäåò ýêâèâàëåíòíî

íàõîæäåíèþ k ïóòåé èç ïîëîæèòåëüíûõ âåðøèí â îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû â

èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α), åñëè íå ó÷èòûâàòü ¾ìíèìûå¿ äóãè, ñìåæíûå

ñ âåðøèíàìè begin è end, äîáàâëåííûå ïðè ¾ðàñøèðåíèè¿, êîòîðûõ íåò â

èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α).

Òåîðåìà 1.7. Äóãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ âîçìîæíî èí-

òåðïðåòèðîâàòü, êàê ìíîæåñòâî äóã δ, íàñûùåííûõ ìàêñèìàëüíûì ïîòî-

êîì flow, â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïî-

ñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, ò. å. δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1},
s = begin, t = end è (u, v) ∈ ÓÏÏ ⇔ (u, v) ∈ δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äóãè â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ

� ýòî ñâÿçêà k èëè áîëåå ïóòåé B(begin, end) èç âåðøèíû begin â âåðøèíó

end.

Ðàññìîòðèì äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, íàñûùåííûå ïîòîêîì:

δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1}. Ñîãëàñíî ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåíñîíà ïîèñ-

êà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà δ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïóòåé èç èñòî÷íèêà s â

ñòîê t, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî äóãàì, â ñèëó ñâîéñòâà îãðàíè÷åíèÿ

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, (∀(u, v) ∈ β)(cap(u, v) = 1), è â ñèëó ñâîéñòâà ñî-

õðàíåíèÿ ïîòîêà, (∀v ∈ (V − {s, t})(
∑

u∈V flow(u, v) = 0)). Äåéñòâèòåëüíî, â

ñèëó ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà äëÿ âñåõ âåðøèí, êðîìå èñòî÷íèêà s è ñòîêà

t, êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ äóã ðàâíî êîëè÷åñòâó èñõîäÿùèõ äóã. Êàæäàÿ äóãà

ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîìó ïóòè èç èñòî÷íèêà s â ñòîê t è ïóòè ïî äóãàì

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè

íå ïðåâîñõîäèò 1. Òî åñòü δ = {(u, v) ∈ β|flow(u, v) = 1} â òðàíñïîðòíîé ñåòè
N = (V, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, ãäå âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
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è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, � ýòî ñâÿçêà ïóòåé B(s, t).

Åñëè ñìîòðåòü íà êîíñòðóêöèþ íà ðèñ. 1.37 êàê íà òðàíñïîðòíóþ ñåòü

N = (V, β) ñ èñòî÷íèêîì begin è ñòîêîì end, â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñê-

íîé ñïîñîáíîñòè è öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1, òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî

ïîòîêà â òàêîé ñåòè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
∑l−1

i=0 |bal(outi)| ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïðè ýòîì
∑l−1

i=0 |bal(outi)| =
∑

v∈V |bal(v)|
2

= k. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ÓÏÏ â

èñõîäíîì îðãðàôå G = (V, α) ñîîòâåòñòâóåò ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β), â êîòîðîé âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è

öåíà êàæäîé äóãè ðàâíà 1. �

Òåîðåìà 1.7 èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïîçâîëÿåò èí-

òåðïðåòèðîâàòü ¾ðàñøèðåííûå¿ ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ êàê äóãè, íàñûùåííûå

ïîòîêîì â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ îñîáîãî âèäà, ó êîòîðûõ öåíà è ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè ðàâíû 1. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîòîêîâûå

àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì

t â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β) âûáîð ïðîèçâîëüíîãî ÓÏÏ íå ãàðàíòèðó-

åò âûáîðà îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äóã äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Íàçîâåì îïòèìàëüíûì ÓÏÏ (äëÿ êðàòêîñòè, ÎÓÏÏ) ðåêîíñòðóêöèþ, ñîäåð-

æàùóþ ñðåäè âñåõ ðåêîíñòðóêöèé èñõîäíîãî îðãðàôàG = (V, α) ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ äóã. Ôàêòè÷åñêè, íàõîæäåíèå ÎÓÏÏ ñîñòàâëÿåò ñóòü

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé

ñåòè N = (V, β), ãäå êàæäàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1, ñîñòàâëÿåò
∑

u,v∈V flow(u, v). Ýòà âå-

ëè÷èíà ðàâíà êîëè÷åñòâó äóã, íàñûùåííûõ ïîòîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íà-

õîæäåíèÿ äóã â ðàñøèðåííîé ÎÓÏÏ íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê

ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V, β).

Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóê-

öèè ñâÿçíîãî îðãðàôà G = (V, α) ìåòîäîì óäàëåíèÿ äóã, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ

íà âûøåñêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ (ñì. [A4]).
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Àëãîðèòì 1.3.

1. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé îðãðàô G = (V, α) â òðàíñïîðòíóþ ñåòü N =

(V ∪ {s, t}, β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) ðàâ-

íóþ 1;

� ïðèäàåì êàæäîé äóãå (u, v) ∈ α ñòîèìîñòü cost(u, v) ðàâíóþ 1;

� äîáàâëÿåì äâå íîâûå âåðøèíû: èñòî÷íèê s è ñòîê t;

� äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (s, v),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(s, v) è öåíó cost(s, v) ðàâíûìè 1;

� äëÿ êàæäîé îòðèöàòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåì |bal(v)| äóã (v, t),

ïîëàãàÿ èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(v, t) è öåíó cost(v, t) ðàâíûìè 1;

Ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíóþ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β), â êîòîðîé êàæäàÿ äóãà

(u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v), ðàâíûå 1.

2. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåííîé

òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) ìåæäó èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t àëãî-

ðèòìîì Áàñàêåðà-Ãîóýíà.

3. Äóãè â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), íàñûùåííûå ïîòîêîì è

ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì èñõîäíîãî îðãðàôà G = (V, α), óäàëÿåì â îðãðàôå

G = (V, α). Â ïîëó÷åííîì îðãðàôå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ýéëåðîâîé.

Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ äóã â îðãðàôå G = (V, α) áóäåò ðàâ-

íî
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v) − 2k, òàê êàê èç ñòîèìîñòè ïîòîêà, ðàâíîé∑
u,v∈V cost(u, v)flow(u, v), íåîáõîäèìî îòíÿòü êîëè÷åñòâî äóã, èíöèäåíòíûõ

èñòî÷íèêó s è ñòîêó t, ïîñêîëüêó îíè íå ñóùåñòâóþò â èñõîäíîì îðãðàôå

G = (V, α).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæ-

íîñòü ïóíêòîâ 1, 3 àëãîðèòìà 1.3 íå ïðåâîñõîäèò O(|V |2). Â èòîãå, àñèìïòîòè-

÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1.3 ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè àëãîðèò-

ìà Áàñàêåðà-Ãîóýíà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà 1.3 íà ïðèìåðå îðãðàôà G =
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Ðèñóíîê 1.38. Îðãðàô G = (V, α)

(V, α), èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.38.
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Ðèñóíîê 1.39. Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N = (V ∪ {s, t}, β) (ñëåâà) è
äóãè, ïîïàâøèå â ïîòîê (ñïðàâà)

Â îðãðàôå G = (V, α) ñóùåñòâóåò äâå ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû v0 è v4,

èìåþùèå áàëàíñ 1, è äâå îòðèöàòåëüíûå âåðøèíû v1 è v3, èìåþùèå áàëàíñ

−1. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé â ïóíêòå 1 áóäåò ïîñòðîåíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü

N = (V ∪ {s, t}, β) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1.39

ñëåâà. Â ïîëîæèòåëüíûå âåðøèíû v0 è v4 áóäåò äîáàâëåíà îäíà âõîäÿùàÿ äó-

ãè èç èñòî÷íèêà s, â âåðøèíû v1 è v3 áóäåò äîáàâëåíà îäíà âûõîäÿùàÿ äóãà

â ñòîê t. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ïîñòðîåí-

íîé òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 1.3. Äóãè,

ïîïàâøèå â íàéäåííûé ïîòîê, îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì íà ðèñ. 1.39 ñïðàâà.

Â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 1.3 óäàëÿåì äóãè ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì èñõîäíîãî

îðãðàôà G = (V, α), íàñûùåííûå ïîòîêîì â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪
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Ðèñóíîê 1.40. Îïòèìàëüíàÿ ýéëåðîâà ðåêîíñòðóêöèÿ îðãðàôà G = (V, α)

{s, t}, β). Ïîëó÷èì îðãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.40.

Òåîðåìà 1.8. Àëãîðèòì 1.3 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà 1.3.

Â ïóíêòå 1 ñòðîèòñÿ òðàíñïîðòíàÿ ñåòü N = (V ∪{s, t}, β), â êîòîðîé êàæ-

äàÿ äóãà (u, v) ∈ β èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v),

ðàâíûå 1. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåò-

ñÿ |bal(v)| âõîäÿùèõ â íåå äóã (s, v) èç èñòî÷íèêà s, à äëÿ êàæäîé îòðèöà-

òåëüíîé âåðøèíû v ∈ V äîáàâëÿåòñÿ |bal(v)| âûõîäÿùèõ èç íåå (v, t) äóã â

ñòîê t. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñå-

òè N = (V ∪ {s, t}, β) íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì

∑
v∈V |bal(v)|

2
, òàê êàê∑

v∈V flow(s, v) ≤
∑

v∈V |bal(v)|
2

. Â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 1.3 â òðàíñïîðòíîé

ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β) íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîè-

ìîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7 äóãè, íàñûùåííûå ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì â ïî-

ñòðîåííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪{s, t}, β), èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê äóãè,

ñîäåðæàùèåñÿ â ¾ðàñøèðåííîé¿ ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ. Êàê ðàç âåëè÷èíà ìàê-

ñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè N = (V ∪ {s, t}, β), ñîñòàâëÿþùàÿ∑
v∈V |bal(v)|

2
, ðàâíà ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïóòåé, êîòîðîå íåîáõîäèìî

óäàëèòü â ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ ñîãëàñíî ëåììå 1.14. Ïðè ýòîì ïî ëåììå 1.13
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ïðèìåíåíèå ðåêîíñòðóêöèè ÓÏÏ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ èç èñõîäíîãî îðãðà-

ôà G = (V, α) îðãðàôà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ýéëåðîâîé.

Â ñèëó òîãî, ÷òî â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 1.3 èùåòñÿ íå ïðîñòî ìàêñèìàëü-

íûé ïîòîê, à ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, è ïî ïîñòðîåíèþ

êàæäàÿ äóãà (u, v) èìååò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü cap(u, v) è öåíó cost(u, v),

ðàâíûå 1, òî àëãîðèòì íàõîäèò íå ïðîèçâîëüíîå ÓÏÏ, à îïòèìàëüíîå ÓÏÏ. Â

ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà îçíà-

÷àåò âûáîð ýéëåðîâîé ðåêîíñòðóêöèè ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì

äóã ñðåäè âñåõ äðóãèõ ðåêîíñòðóêöèé. Îáùåå êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ äóã â îð-

ãðàôå G = (V, α) áóäåò ðàâíî
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v) − 2(

∑
v∈V |bal(v)|

2
)

=
∑

u,v∈V cost(u, v)flow(u, v)− 2k, êàê óêàçàíî â àëãîðèòìå 1.3. �

70



ÃËÀÂÀ II. Ò-ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß

ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ

1. Êðèòåðèé ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ

Òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå (äëÿ êðàòêîñòè, ÒÐ) îðãðàôà G = (V, α) � ýòî

ñîåäèíåíèå G + w èñõîäíîãî îðãðàôà G ñ âåðøèíîé w 6∈ V . Â ñèëó òîãî,

÷òî òðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå îðãðàôà G åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà, âîçìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ÒÐ(G). Ò-íåïðèâîäèìîå ðàñøèðåíèå

(äëÿ êðàòêîñòè, ÒÍÐ) îðãðàôà G � ýòî ðàñøèðåíèå èñõîäíîãî îðãðàôà G,

ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà äóã èç ÒÐ(G).

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé, íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðîöåäóðû

ïîñòðîåíèÿ ÒÍÐ, âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Îðãðàô H = (W,β) ÿâëÿåòñÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà G = (V, α)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. |W | = |V |+ 1;

2. Â îðãðàôå H = (W,β) ñóùåñòâóåò âåðøèíà w, òàêàÿ ÷òî H −w ∼= G;

3. Îðãðàô G = (V, α) âêëàäûâàåò â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−u
îðãðàôà H = (W,β), ãäå u 6= w;

4 (ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè, èíöèäåíòíîé

âåðøèíå w èç îðãðàôà H = (W,β), ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì

äëÿ G = (V, α).

2. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ öåïåé

Ïðîñòîé ïóòü èç n âåðøèí, ó êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû íå

ñîâïàäàþò, ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pn.

Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè åå ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü

çàõîäà ðàâíû 0.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðøèí, èç êîòîðûõ ñîñòîèò öåïü Pn.

Âåðøèíó v öåïè Pn, ÿâëÿþùóþñÿ èñòî÷íèêîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç v0. Îñòàëüíûå

âåðøèíû ïîìåòèì íîìåðàìè îò 1 äî n− 1 â ïîðÿäêå èõ ïðîõîæäåíèÿ ïî äóãàì

öåïè èç âåðøèíû v0 (ðèñ. 2.1).

Î÷åâèäíûì ÒÍÐ äëÿ öåïè Pn ÿâëÿåòñÿ êîíòóð Cn+1 (ðèñ. 2.2). ßñíî, ÷òî
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vn-1 vn-2 v2 v1 v0 

… 

Ðèñóíîê 2.1. Öåïü Pn

êîíòóð Cn+1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÒÍÐ äëÿ öåïè Pn, òàê êàê êàæäûé ìàê-

ñèìàëüíûé ïîäãðàô êîíòóðà Cn+1 èçîìîðôåí öåïè Pn.

 

 

 

w 

vn-1 vn-2 v2 v1 v0 

… 

Ðèñóíîê 2.2. Êîíòóð Cn+1

Îäíàêî êîíòóð Cn+1 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÒÍÐ äëÿ öåïè Pn. Äëÿ

öåïè P2 åùå îäíèì ÒÍÐ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûé òóðíèð, ñîñòîÿùèé èç 3-õ

âåðøèí (ðèñ. 2.3).

 

 

 

w 

v1 v0 

Ðèñóíîê 2.3. Òðàíçèòèâíûé òóðíèð

Äëÿ öåïè P3 ÒÍÐ, íå èçîìîðôíûì êîíòóðó C4, ÿâëÿåòñÿ îðãðàô, èçîáðà-

æåííûé íà ðèñ. 2.4.
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Ðèñóíîê 2.4. ÒÍÐ äëÿ öåïè P3, íå èçîìîðôíîå êîíòóðó C4

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÒÍÐ, íå èçîìîðôíîå êîíòóðó

Cn+1, äëÿ öåïè Pn (ñì. [A9, A10]).

Àëãîðèòì 2.1. Äàíà öåïü Pn = (V, α), ïðè ýòîì n ≥ 4. Ïîñòðîèì îäíî èç

åå ÒÍÐ H = (W,β), òàêîå ÷òî H � Cn+1, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê Pn âåðøèíó w.

2. Äîáàâèì äóãè (v0, w) è (v1, w).

3. Äîáàâèì äóãè (w, vn−2) è (w, vn−1).

4. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi ∈ V , ãäå 2 ≤ i ≤ n − 3, äîáàâèì äóãè (vi, w) è

(w, vi).

Êîëè÷åñòâî äóã |β| â H = (W,β) ðàâíî (n− 1) + 4 + 2(n− 4) = 3n− 5.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.1. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãî-

ðèòìà 2.1 äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi öåïè Pn, â çàâèñèìîñòè îò åå

íîìåðà, äîáàâèòü îäíó èëè äâå èíöèäåíòíûå åé è âåðøèíå w äóãè. Òàêèì

îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n).

Îáùèé âèä îðãðàôà, ïîñòðîåííîãî ïî àëãîðèòìó 2.1, ïîêàçàí íà ðèñ. 2.5.

 

 

 
vn-3 

w 

vn-1 vn-2 v2 v1 v0 

… 

Ðèñóíîê 2.5. Îáùèé âèä ÒÍÐ äëÿ öåïè, ïîñòðîåííûé ïî àëãîðèòìó 2.1
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Òåîðåìà 2.2. Àëãîðèòì 2.1 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà 2.1 íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòå-

ðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ).

1. Î÷åâèäíî, |W | = |V |+ 1, òàê êàê W = V ∪ {w}.
2. Î÷åâèäíî, ÷òî Pn ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ â àëãîðèòìå.

3. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû vi, íå ñîâïàþùåé ñ âåðøèíîé w, èñ-

õîäíàÿ öåïü Pn âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô H − vi.
Ïðè óäàëåíèè èñòî÷íèêà v0 öåïü Pn âëîæèì â öåïü äëèíû n, îáðàçîâàííóþ

äóãàìè (v1, w), (w, v2), (v2, v3), · · · , (vn−2, vn−1) ∈ β, â îðãðàôå H − v0.
Ïðè óäàëåíèè ñòîêà vn öåïü Pn âëîæèì â öåïü äëèíû n, îáðàçîâàííóþ

äóãàìè (v0, v1), (v1, w), (w, v2), (v2, v3), · · · , (vn−3, vn−2) ∈ β, â îðãðàôåH−vn−1.
Ïðè óäàëåíèè âåðøèíû vi, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòî÷íèêîì, íè ñòîêîì,

öåïü Pn âëîæèì â öåïü äëèíû n, îáðàçîâàííóþ äóãàìè (v0, v1), (v1, v2), · · · ,
(vi−2, vi−1), (vi−1, w), (w, vi+1), (vi+1, vi+2), · · · , (vn−3, vn−2), (vn−2, vn−1) ∈ β, â
îðãðàôå H − vi.

Òàêèì îáðàçîì, öåïü Pn âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

îðãðàôà H.

4. (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w èç îðãðàôà H, ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñøè-

ðåíèåì äëÿ èñõîäíîé öåïè Pn.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (v0, w) ∈ β, äîáàâëåííîé â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà

2.1, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − (v0, w) − v1 îðãðàôà H − (v0, w) ñîäåðæèò

èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó v0. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå öåïè Pn â îäèí èç ìàê-

ñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (v0, w) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (v1, w) ∈ β, äîáàâëåííîé â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 2.1,

ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − (v1, w) − v2 îðãðàôà H − (v1, w) ñîäåðæèò äâà

ñòîêà v1 è vn−1, â òî âðåìÿ êàê öåïü Pn òîëüêî îäèí. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå

öåïè Pn â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H−(v1, w) íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã èç ïóíêòà 2 àëãîðèòìà 2.1, ïîëó÷åííûé
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îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ öåïè Pn.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vn−1) ∈ β, äîáàâëåííîé â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà

2.1, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H− (w, vn−1)−vn−2 îðãðàôà H− (w, vn−1) ñîäåð-

æèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå öåïè Pn â îäèí

èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vn−1) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vn−2) ∈ β, äîáàâëåííîé â ïóíêòå 3 àëãîðèò-

ìà 2.1, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − (w, vn−2) − vn−3 îðãðàôà H − (w, vn−2)

ñîäåðæèò äâà èñòî÷íèêà v0 è vn−2, â òî âðåìÿ êàê öåïü Pn òîëüêî îäèí. Ñëå-

äîâàòåëüíî, âëîæåíèå öåïè Pn â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà

H − (w, vn−2) íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.1,

ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ öåïè Pn.

Ïóñòü óäàëåíà ëþáàÿ äóãà (vi, w), ãäå 2 ≤ i ≤ n− 3. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H− (vi, w)−vi+1 îðãðàôà H− (vi, w) ñîäåðæèò äâà ñòîêà vi è vn−1, â

òî âðåìÿ êàê öåïü Pn òîëüêî îäèí. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå öåïè Pn â îäèí

èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi, w) íåâîçìîæíî.

Ïóñòü óäàëåíà ëþáàÿ äóãà (w, vi), ãäå 2 ≤ i ≤ n− 3. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H − (w, vi)− vi−1 îðãðàôà H − (w, vi) ñîäåðæèò äâà èñòî÷íèêà v0 è

vi, â òî âðåìÿ êàê öåïü Pn òîëüêî îäèí. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå öåïè Pn â

îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi) íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 2.1,

ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ öåïè Pn. Ñâîéñòâî íåïðèâîäè-

ìîñòè äîêàçàíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî H � Cn+1, òàê êàê H èìååò 3n− 5 äóã, à êîíòóð Cn+1 èìååò

n+ 1 äóã. �

3. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ çâåçä

Ïîä çâåçäîé ñ k äóãàìè áóäåì ïîíèìàòü îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç ïîëíîãî

äâóäîëüíîãî ãðàôà K1,k íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé åãî ðåáåð. Ïîíÿòèÿ êîðíÿ è

ëèñòüåâ â çâåçäàõ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Êîðåíü

çâåçäû áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ÷åðåç c. Î÷åâèäíî, ÷òî çâåçäó c k ëèñòüÿìè
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ìîæíî çàäàòü ïàðîé ÷èñåë l èm, ãäå d+(c) = l è d−(c) = m, ïðè ýòîì l+m = k.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l + m > 1 è lm 6= 1, èíà÷å çâåçäà âûðîæäàåòñÿ â

öåïü.

Íàçîâåì äâå âåðøèíû u è v îðãðàôàG = (V, α) ñìåæíûìè, åñëè â îðãðàôå

G = (V, α) ñóùåñòâóåò äóãà (u, v) ∈ α èëè äóãà (v, u) ∈ α. Êîðåíü c çâåçäû
Sl,m ñìåæåí ñ l +m ëèñòüÿìè vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l +m− 1.

Çâåçäà S3,4 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.6.
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Ðèñóíîê 2.6. Çâåçäà S3,4

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âëîæåíèå çâåçäû â ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô åå ÒÍÐ, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì êîðíÿ c.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Sl,m � çâåçäà, à H = (W,β) îäíî èç åå ÒÍÐ.

Ïðè ëþáîì âëîæåíèè φ : V → W çâåçäû Sl,m â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

H − c, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì êîðíÿ c, âûïîëíÿåòñÿ φ(c) = w, ò. å. êîðåíü c

çâåçäû Sl,m îòîáðàæàåòñÿ â âåðøèíó w îðãðàôà H − c.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êîðåíü c çâåçäû Sl,m èìååò l + m èíöèäåíòíûõ äóã.

Ïðè ýòîì êîðåíü c ñìåæåí ñ êàæäûì ëèñòîì vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l + m − 1. Â

êàæäîì ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå ëþáîãî ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m ëèñò vi ìîæåò
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áûòü ñìåæåí íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè: ñ êîðíåì c è âåðøèíîé w.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê êîðåíü c äîëæåí áûòü ñìåæåí íå ìåíåå ÷åì ñ l + m

âåðøèíàìè, ãäå l + m > 2, òî åäèíñòâåííîé âåðøèíîé, â êîòîðóþ ìîæåò

îòîáðàçèòüñÿ êîðåíü c, â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H − c ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà

w. Ò. å. ïðè ëþáîì âëîæåíèè φ : V → (W − c) çâåçäû Sl,m â ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H − c âûïîëíÿåòñÿ φ(c) = w. �

Ñëåäñòâèå. Â ëþáîì ÒÍÐ H äëÿ çâåçäû Sl,m âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

l ≤ d+(w), m ≤ d−(w), è âåðøèíà w ñìåæíà ñ êàæäûì ëèñòîì vi, ãäå

0 ≤ i ≤ l +m− 1.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äëÿ çâåçäû Sl,m, â êîòîðîé l > 0 è m > 0,

ïîñòðîèòü min(l,m) íåèçîìîðôíûõ ÒÍÐ, ñîäåðæàùèõ 2(l + m) + 2 äóã (ñì.

[A9]).

Àëãîðèòì 2.2. Äàíà çâåçäà Sl,m, â êîòîðîé l > 0 è m > 0. Ïîñòðîèì

min(l,m) åå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ÒÍÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê çâåçäå Sl,m âåðøèíó w.

2. Âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî q, òàêîå ÷òî 1 ≤ q ≤min(l,m).

3. Âûáåðåì ëþáûå q ëèñòüåâ-èñòî÷íèêîâ. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà u,

âîøåäøåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (w, u). Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà

v, íå âîøåäøåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (v, w).

4. Âûáåðåì ëþáûå q ëèñòüåâ-ñòîêîâ. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà u, âîøåä-

øåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (u,w). Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà v, íå âî-

øåäøåãî â ýòó âûáîðêó, äîáàâèì äóãó (w, v).

5. Äîáàâèì âñòðå÷íûå äóãè (c, w) è (w, c) ìåæäó êîðíåì c è âåðøèíîé w.

Â ÒÍÐ, êîòîðûé ñòðîèò âûøåîïèñàííûé àëãîðèòì, áóäåò 2(l+m) + 2 äóã,

òàê êàê ê èñõîäíîé çâåçäå Sl,m äîáàâëÿåòñÿ l +m+ 2 äóã.

Òàê êàê ÷èñëî q âûáèðàåòñÿ èç îòðåçêà [1,min(l,m)], òî ïî àëãîðèòìó 2.2

ìîæíî ïîñòðîèòü min(l,m) ðàçëè÷íûõ ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m. Âñå min(l,m)

ïîñòðîåííûõ ÒÍÐ áóäóò íåèçîìîðôíûìè, òàê êàê áóäóò ñîäåðæàòü ðàçíîå

êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ, ñòîêîâ è âåðøèí, ó êîòîðûõ ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü

çàõîäà ðàâíû 1.
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.2. Îäíî èç ÒÍÐ äëÿ çâåç-

äû Sl,m ïî ðåöåïòó àëãîðèòìà 2.2 ñòðîèòñÿ çà O(l + m), òàê êàê çà O(1)

òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü êàæäóþ èç l+m+ 1 âåðøèí çâåçäû Sl,m. Òàêèì

îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âñåõ min(l,m) = O(l + m)

íåèçîìîðôíûõ ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m ïî àëãîðèòìó 2.2 îöåíèâàåòñÿ O((l+m)2).

Òðè ÒÍÐ äëÿ çâåçäû S3,4 íà ðèñ. 2.6, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 2.2, ïîêà-

çàíû íà ðèñ. 2.7.
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Ðèñóíîê 2.7. Òðè ÒÍÐ äëÿ çâåçäû S3,4, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 2.2

Òåîðåìà 2.3. Àëãîðèòì 2.2 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäèí èç min(l,m) îðãðàôîâ H = (W,β),

ïîëó÷åííûé ïîñëå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà 2.2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêò-

íîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà 2.2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ âñå ïóíêòû òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ):

1. |W | = |V |+ 1, òàê êàê V = {v0, v1, ..., vl+m−1},W = {v0, v1, ..., vl+m−1, w}.
2. Î÷åâèäíî, ÷òî Sl,m ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ â àëãîðèòìå 2.2.

3. Ïîêàæåì, ÷òî çâåçäà Sl,m âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîä-

ãðàô îðãðàôà H = (W,β).

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − c, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì êîðíÿ

c. Ïî ïîñòðîåíèþ Sl,m ∼= H − c.
Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−vi, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì ëþáîãî

ëèñòà vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l + m− 1. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå φ : V → (W − vi), ïðè
êîòîðîì φ(c) = c, φ(vi) = w è φ(vj) = vj, ãäå 0 ≤ j ≤ l+m− 1, i 6= j, òàê êàê

(c, w) ∈ β è (w, c) ∈ β ïî ïîñòðîåíèþ.
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4. (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w, èç îðãðàôà H = (W,β), ïîëó÷åííûé îðãðàô íå

áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ çâåçäû Sl,m.

Ïóñòü èçH óäàëåíà äóãà ìåæäó âåðøèíîé w è íåêîòîðûì ëèñòîì vi, äîáàâ-

ëåííàÿ â ïóíêòå 2 èëè â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.2, äëÿ îïðåäåëåííîñòè (vi, w).

Òîãäà â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H− (vi, w)− c îðãðàôà H− (vi, w), ïîëó÷åí-

íîì óäàëåíèåì êîðíÿ c, âåðøèíà vi ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Ò. å. âëîæåíèå

çâåçäû Sl,m â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi, w) íåâîç-

ìîæíî.

Ïóñòü èç H óäàëåíà äóãà (c, w), äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 2.2. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − (c, w)− vi îðãðàôà H − (c, w), ïîëó÷åí-

íûé óäàëåíèåì ëèñòà vi, òàêîãî ÷òî (c, vi) ∈ β è (vi, w) ∈ β. Â ìàêñèìàëüíîì

ïîäãðàôå H− (c, w)−vi ïîëó÷àåì, ÷òî d+(c) = l−1, òàê êàê íåò äóãè (c, vi) è

äóãè (c, w), è d−(w) = m− 1, òàê êàê íåò äóã (vi, w) è (c, w). Ñëåäîâàòåëüíî,

êîðåíü c çâåçäû Sl,m íåëüçÿ áóäåò îòîáðàçèòü â êàêóþ-ëèáî âåðøèíó ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîäãðàôà H − (c, w)− vi ïðè âëîæåíèè. Ò. å. âëîæåíèå çâåçäû Sl,m

â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (c, w) íåâîçìîæíî.

Ïóñòü èç H óäàëåíà äóãà (w, c), äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 2.2. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − (w, c)− vi îðãðàôà H − (w, c), ïîëó÷åí-

íûé óäàëåíèåì ëèñòà vi, òàêîãî ÷òî (w, vi) ∈ β è (vi, c) ∈ β. Â ìàêñèìàëüíîì

ïîäãðàôå H− (w, c)−vi ïîëó÷àåì, ÷òî d−(c) = m−1, òàê êàê íåò äóãè (w, vi)

è äóãè (vi, c), è d+(w) = l− 1, òàê êàê íåò äóã (w, vi) è (w, c). Ñëåäîâàòåëüíî,

êîðåíü c çâåçäû Sl,m íåëüçÿ áóäåò îòîáðàçèòü â êàêóþ-ëèáî âåðøèíó ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîäãðàôà H − (w, c)− vi ïðè âëîæåíèè. Ò. å. âëîæåíèå çâåçäû Sl,m

â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, c) íåâîçìîæíî.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî. �

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå ÒÍÐ äëÿ íàïðàâëåííûõ çâåçä, ñîäåðæà-

ùèå 2(l + m) + 2 äóã, íå èçîìîðôíûå íè îäíîìó èç ÒÍÐ, ïîëó÷åííûõ ïî

ïîñòðîåíèþ â àëãîðèòìå 2.3. Íà ðèñ. 2.8 èçîáðàæåíî îäíî èõ òàêèõ ÒÍÐ.

Äåécòâèòåëüíî, âåðøèíà v2 â ÒÍÐ äëÿ íàïðàâëåííîé çâåçäû S3,4 íà ðèñ. 2.8
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ñîåäèíåíà âñòðå÷íûìè äóãàìè ñ âåðøèíîé w. Â òî âðåìÿ êàê êàæäûé ëèñò

vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l + m − 1, ñîåäèíåí òîëüêî îäíîé äóãîé ñ âåðøèíîé w, ïî

ïîñòðîåíèþ â àëãîðèòìå 2.3.
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Ðèñóíîê 2.8. ÒÍÐ äëÿ çâåçäû S3,4, ñîäåðæàùåå 2(l +m) + 2 äóã

Ìèíèìàëüíûå âåðøèííûå ðàñøèðåíèÿ çâåçä ðàññìàòðèâàëèñü Ì. Á. Àáðî-

ñèìîâ â [3]. Äëÿ çâåçä ìèíèìàëüíûå âåðøèííûå 1-ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìè-

íèìàëüíûì ÒÍÐ. Äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÷åðåç èñïîëüçîâà-

íèå êðèòåðèÿ ÒÍÐ.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî äóã, êîòîðîå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ

äëÿ çâåçä. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò íèæíþþ îöåíêó êîëè÷åñòâà äóã â ëþáîì

ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ äëÿ çâåçä.

Ëåììà 2.2. Ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ H = (W,β) äëÿ çâåçäû Sl,m èìååò íå

ìåíåå 2(l +m) + 1 äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì ÒÍÐ H = (W,β) äëÿ çâåçäû

Sl,m êàæäûé ëèñò vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l + m − 1, äîëæåí áûòü ñìåæåí ñ âåðøè-

íîé w. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â íåêîòîðîì ÒÍÐ H = (W,β) íåêîòîðûé

ëèñò vi íå ñìåæåí ñ âåðøèíîé w. Â ýòîì ñëó÷àå â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå

H − c îðãðàôà H, ïîëó÷åííîì óäàëåíèåì êîðíÿ c, âåðøèíà vi ÿâëÿåòñÿ èçî-

ëèðîâàííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå çâåçäû Sl,m â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ
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ïîäãðàôîâ îðãðàôà H íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ÒÍÐ H êàæäûé

ëèñò vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l+m− 1, ñìåæåí ñ âåðøèíîé w, ò. å. èëè (vi, w) ∈ β, èëè
(w, vi) ∈ β.

Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì ÒÍÐ H = (W,β) äëÿ çâåçäû Sl,m êîðåíü c äîëæåí

áûòü ñìåæåí ñ âåðøèíîé w. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â íåêîòîðîì ÒÍÐ F

êîðåíü c íå ñìåæåí ñ âåðøèíîé w. Â ýòîì ñëó÷àå â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå

F − vi, ïîëó÷åííîì óäàëåíèåì ëþáîãî ëèñòà vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l+m, âåðøèíà w

è âåðøèíà c ñìåæíû ìåíåå ÷åì ñ l+m âåðøèíàìè êàæäàÿ. Ïðè ýòîì â çâåçäå

Sl,m êîðåíü c ñìåæåí ñ l+m ëèñòüÿìè vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l+m−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

âëîæåíèå çâåçäû Sl,m â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô F − vi íåâîçìîæíî. Òàêèì

îáðàçîì, â ëþáîì ÒÍÐ F êîðåíü c ñìåæåí ñ âåðøèíîé w.

Â ðåçóëüòàòå êàæäûé ëèñò vi, ãäå 0 ≤ i ≤ l + m − 1, è êîðåíü c â ëþáîì

ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m äîëæåí áûòü ñìåæåí ñ âåðøèíîé w. Òàêèì îáðàçîì, â

ëþáîì ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì 2(l +m) + 1 äóã. �

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ çâåçäû

Sl,m (ñì. [A9, À10]).

Àëãîðèòì 2.3. Äàíà çâåçäà Sl,m. Ïîñòðîèì åå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ H =

(W,β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê çâåçäå Sl,m âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-èñòî÷íèêà vi äîáàâèì äóãó (vi, w).

3. Äëÿ êàæäîãî ëèñòà-ñòîêà vi äîáàâèì äóãó (w, vi).

4. Äîáàâèì äóãó (c, w).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæ-

íîñòü àëãîðèòìà 2.3 ðàâíà O(l + m), òàê êàê çà O(1) òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü êàæäóþ èç l +m+ 1 âåðøèí çâåçäû Sl,m.

Â ÒÍÐ, êîòîðûé ñòðîèò àëãîðèòì 2.3, áóäåò 2(l + m) + 1 äóã, òàê êàê ê

çâåçäå Sl,m äîáàâëÿåòñÿ l +m+ 1 äóã.

ÒÍÐ äëÿ çâåçäû S3,4 íà ðèñ. 2.6, ïîñòðîåííîå ïî àëãîðèòìó 2.3, ïîêàçàíî

íà ðèñ. 2.9.
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Ðèñóíîê 2.9. Ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ çâåçäû S3,4

Òåîðåìà 2.4. Àëãîðèòì 2.3 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðãðàô H = (W,β), ïîëó÷åííûé ïîñëå âû-

ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà 2.3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî H = (W,β) ÿâëÿåòñÿ

ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ

ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ).

1. |W | = |V |+ 1, òàê êàê V = {v0, v1, ..., vl+m−1},W = {v0, v1, ..., vl+m−1, w}.
2. Î÷åâèäíî, ÷òî Sl,m ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ â àëãîðèòìå 2.3.

3. Ïîêàæåì, ÷òî çâåçäà Sl,m âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîä-

ãðàô îðãðàôà H.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − c, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì êîðíÿ

c. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå φ : V → W , òàêîå ÷òî φ(c) = w è φ(vi) = vi, ãäå

0 ≤ i ≤ l+m−1. Äåéñòâèòåëüíî, â îðãðàôå H−c âûïîëíÿåòñÿ d+(c) = d+(w)

è d−(c) = d−(w), à òàêæå îðãðàô H − c ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé ïî ïîñòðîåíèþ, ò. å.
H − c ∼= Sl,m.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi îðãðàôà H, ïîëó÷åííûé óäà-

ëåíèåì íåêîòîðîãî ëèñòà vi. Åñëè ëèñò vi � ñòîê, òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

φ : V → (W − vi), òàêîå ÷òî φ(c) = c, φ(vi) = w è φ(vj) = vj, ãäå 0 ≤
j ≤ l + m − 1, i 6= j; åñëè æå ëèñò (vi) � èñòî÷íèê, òî ñóùåñòâóåò âëîæå-
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íèå φ : V → (W − vi), òàêîå ÷òî φ(c) = w, φ(vi) = c è φ(vj) = vj, ãäå

0 ≤ j ≤ l +m− 1, i 6= j.

Òàêèì îáðàçîì, çâåçäà Sl,m âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîä-

ãðàô îðãðàôà H = (W,β), ïîñòðîåííîãî ïî àëãîðèòìó 2.3.

4. (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w, èç îðãðàôà H = (W,β), ïîëó÷åííûé îðãðàô íå

áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ çâåçäû Sl,m.

Ïóñòü èç îðãðàôà H óäàëåíà äóãà (vi, w) ∈ β, äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 2

àëãîðèòìà 2.3. Òîãäà â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H − (vi, w)− c îðãðàôà H −
(vi, w) âåðøèíà vi ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå çâåçäû

Sl,m â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi, w) íåâîçìîæíî.

Ïóñòü èç îðãðàôà H óäàëåíà äóãà (w, vi) ∈ β, äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 3

àëãîðèòìà 2.3. Òîãäà â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H − (w, vi)− c îðãðàôà H −
(vi, w) âåðøèíà vi ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå çâåçäû

Sl,m â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi) íåâîçìîæíî.

Ïóñòü èç H óäàëåíà äóãà (c, w), äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 4 àëãîðèòìà 2.3.

Òîãäà â êàæäîì ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H − (c, w)− vi îðãðàôà H − (vi, w),

ãäå vi � íåêîòîðûé ëèñò, äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ W ñóììà ñòåïåíè åå èñõîäà

è åå çàõîäà ìåíüøå ÷åì l+m, ò. å. d+(v)+d−(v) < l+m. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðåíü

c çâåçäû Sl,m íå îòîáðàæàåòñÿ íè â îäíó èç âåðøèí v îðãðàôà H − (c, w)− vi,
v ∈ W . Ò. å. âëîæåíèå çâåçäû Sl,m â íåêîòîðûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðàôû

îðãðàôà H − (c, w) íåâîçìîæíî.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî.

Äîêàæåì, ÷òî ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m, ïîñòðîåííîå ïî àëãîðèòìó 2.3, ÿâëÿåò-

ñÿ ìèíèìàëüíûì ÒÍÐ. Äåéñòâèòåëüíî, â ÒÍÐ, êîòîðûé ñòðîèò àëãîðèòì 2.3,

ñîäåðæèòñÿ 2(l + m) + 1 äóã, ïðè ýòîì ëþáîå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ çâåçäû

Sl,m èìååò íå ìåíåå 2(l+m)+1 äóã ïî ëåììå 2.2. Òàêèì îáðàçîì íå ñóùåñòâóåò

ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m, ñîäåðæàùåãî ìåíåå ÷åì 2(l+m) + 1 äóã.

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì 2.3 ñòðîèò îäíî èç ìèíèìàëüíûõ ÒÍÐ äëÿ çâåçäû

Sl,m. �
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4. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ

îáúåäèíåíèÿ öåïåé

Ðàññìîòðèì òèï îðãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé P 0
n0

= (V0, α0),

P 1
n1

= (V1, α1), · · · , P k−1
nk−1

= (Vk−1, αk−1). Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì k öåïåé. Â îðãðàôå G ñóùåñòâóåò
∑k−1

i=0 ni âåðøèí è
∑k−1

i=0 (ni−
1) =

∑k−1
i=0 ni−k äóã. Îáîçíà÷èì

∑k−1
i=0 ni ÷åðåç n. Ïðè ýòîì k âåðøèí ÿâëÿþòñÿ

èñòî÷íèêàìè (íà÷àëüíûå âåðøèíû êàæäîé èç k öåïåé) è k âåðøèí ÿâëÿþòñÿ

ñòîêàìè (êîíå÷íûå âåðøèíû êàæäîé èç k öåïåé). Îñòàëüíûå n − 2k âåðøèí

èìåþò ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà, ðàâíûå 1.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðøèí, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò öåïè îð-

ãðàôà G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
. Âåðøèíó i-é öåïè P i

ni
ÿâëÿþùóþñÿ èñòî÷íèêîì, îáîçíà-

÷èì ÷åðåç vi,0. Îñòàëüíûå âåðøèíû i-é öåïè P i
ni
ïîìåòèì íîìåðàìè îò vi,1 äî

vi,ni−1 â ïîðÿäêå ïðîõîæäåíèÿ âåðøèí äàííîé öåïè ïî äóãàì èç âåðøèíû vi,0.

Íà ðèñ. 2.10 èçîáðàæåí îðãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êîíñòðóêöèþ îäíîãî èç ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ

öåïåé.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k öå-

ïåé P i
ni

= (Vi, αi), ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Òîãäà åãî ÒÍÐ H = ((
⋃k−1
i=0 Vi) ∪ {w}, β)

ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì â îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
âåðøèíû w è ñëåäóþùèõ äóã

äëÿ êàæäîé öåïè Pni, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â íåé.

1. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí, ni ≥ 4, òî:

� äîáàâèì äóãè (vi,0, w) è (vi,1, w);

� äîáàâèì äóãè (w, vi,n−2) è (w, vi,n−1);

� äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi,j, ãäå 2 ≤ j ≤ ni − 3, äîáàâèì äóãè (vi,j, w) è

(w, vi,j).

2. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò äâå âåðøèíû, ni = 2, òî:

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (w, vi,1), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,1.

3. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå

G íå ñóùåñòâóåò öåïè, ñîäåðæàùåé äâå âåðøèíû, òî:
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Ðèñóíîê 2.10. Îáúåäèíåíèå öåïåé G =
⋃k−1

i=0 P
i
ni

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (vi,1, w);

� äîáàâèì äóãó (w, vi,2), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,2.

4. Åñëè i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå

G ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà öåïü P j
nj
, ñîäåðæàùàÿ äâå âåðøèíû, nj = 2, òî:

� äîáàâèì äóãó (vi,0, w), ñìåæíóþ ñ èñòî÷íèêîì vi,0;

� äîáàâèì äóãó (w, vi,2), ñìåæíóþ ñî ñòîêîì vi,2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðãðàô H = ((
⋃k−1
i=0 Vi) ∪ {w}, β). Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííîé êîíñòðóêöèè íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ

îðãðàôîâ).

1. Î÷åâèäíî, |W | = |
⋃k−1
i=0 Vi|+ 1, òàê êàê W = (

⋃k−1
i=0 Vi) ∪ {w} ïî ïîñòðî-
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Ðèñóíîê 2.11. Îðãðàô P2 ∪ P3 ∪ Pn

åíèþ.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî G ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ.

3. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû vi,j ∈ W , vi,j 6= w, îðãðàô G âêëà-

äûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi,j îðãðàôà H. Óäàëèì âåðøèíó vi,j

èç îðãðàôà H. Âåðøèíà vi,j âõîäèò â i-þ öåïü P i
ni
îðãðàôà G. Âîçìîæíû

íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí, ni ≥ 4. Òîãäà âëî-

æåíèå φ :
⋃k−1
i=0 Vi → W − vi,j îðãðàôà G â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi,j

îðãðàôà H ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè j = 0, ò. å. âåðøèíà vi,0 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì

â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ni âåðøèí è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,1, w), (w, vi,2),

(vi,2, vi,3), (vi,3, vi,4), · · · , (vi,ni−2, vi,ni−1), à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè

â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = ni − 1, ò. å. âåðøèíà vi,ni−1 ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, òî i-þ öåïü P i
ni

âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ni âåðøèí è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,0, vi,1),

(vi,1, vi,2), · · · , (vi,ni−3, w), (w, vi,ni−2), à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â

ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè 1 ≤ j ≤ ni − 2, ò. å. âåðøèíà vi,j èìååò ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çà-
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õîäà, ðàâíûå 1, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ni âåðøèí è îá-

ðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,0, vi,1), (vi,1, vi,2), ..., (vi,j−2, vi,j−1), (vi,j−1, w), (w, vi,j+1),

(vi,j+1, vi,j+2), ..., (vi,ni−2, vi,ni−1), à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ

ïðè âëîæåíèè.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò äâå âåðøèíû, ni = 2. Òîãäà âëîæåíèå φ :⋃k−1

i=0 Vi → W − vi,j îðãðàôà G â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi,j îðãðàôà H
ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè j = 0, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âåðøèí w,

vi,1 è îáðàçîâàííóþ äóãîé (w, vi,1) ∈ β, à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè

â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = 1, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü äëèíû 2, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ

âåðøèí vi,0, w è îáðàçîâàííóþ äóãîé (vi,0, w) ∈ β, à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîá-

ðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Ïóñòü öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå G íå

ñóùåñòâóåò öåïè, ñîäåðæàùèé äâå âåðøèíû. Òîãäà âëîæåíèå φ :
⋃k−1
i=0 Vi →

W − vi,j îðãðàôà G â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi,j îðãðàôà H ïîñòðîèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè j = 0, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí

vi,1, w, vi,2 è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,1, w), (w, vi,2), à îñòàëüíûå âåðøèíû

îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = 1, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí

vi,0, w, vi,2 è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,0, w), (w, vi,2), à îñòàëüíûå âåðøèíû

îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = 2, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí

vi,0, vi,1, w è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,0, vi,1), (vi,1, w), à îñòàëüíûå âåðøèíû

îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå

G ñóùåñòâóåò l-ÿ öåïü P l
nl
, l 6= i, ñîäåðæàùàÿ äâå âåðøèíû, nl = 2. Òîãäà

âëîæåíèå φ :
⋃k−1
i=0 Vi → W −vi,j îðãðàôà G â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−vi,j

îðãðàôà H ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Åñëè j = 0, òî l-þ öåïü P l
nl
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âåðøèí vi,1,

vi,2 è îáðàçîâàííóþ äóãîé (vi,1, vi,2), à i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü äëèíû 3,

ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí vl,0, vl,1, w, îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vl,0, w), (w, vl,1),

à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = 1, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí

vi,0, vi,1, w è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,0, w), (w, vi,1), à îñòàëüíûå âåðøèíû

îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = 2, òî l-þ öåïü P l
nl
âëîæèì â öåïü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí

vi,0, vi,1, w è îáðàçîâàííóþ äóãîé (vi,0, vi,1), à i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü,

ñîñòîÿùóþ èç òðåõ âåðøèí vl,0, w, vl,1 è îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vl,0, w), (w, vl,1),

à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Äîêàçàíî, ÷òî îðãðàô G âêëàäûâàåòñÿ â êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

H − vi,j îðãðàôà H.

4. (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w, èç îðãðàôà H, ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñ-

øèðåíèåì äëÿ îðãðàôà G. Ëþáàÿ äóãà, èíöèäåíòíàÿ âåðøèíå w, ñìåæíà ñ

íåêîòîðîé âåðøèíîé vi,j i-é öåïè P i
ni
. Âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí, ni ≥ 4. Ðàññìîòðèì

âàðèàíòû óäàëåíèÿ äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 1.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,0, w) ∈ β, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−(vi,0, w)−
vi,1 îðãðàôà H − (vi,0, w) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,0. Ò. å. âëîæå-

íèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,0, w)

íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,1, w) ∈ β ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H− (vi,1, w)−
vi,2 îðãðàôà H − (vi,1, w) ñîäåðæèò k + 1 ñòîê: âåðøèíû vi,1 è vi,ni−1, ãäå

0 ≤ i ≤ k − 1. Â òî âðåìÿ êàê îðãðàô G ñîäåðæèò òîëüêî k ñòîêîâ: âåðøèíû

vi,ni−1, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ

ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,1, w) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,n−1) ∈ β ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàôH−(w, vi,n−1)−
vi,n−2 îðãðàôà H − (w, vi,n−1) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,n−1. Ò.

88



å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H −
(w, vi,n−1) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,n−2) ∈ β ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàôH−(w, vi,n−2)−
vi,n−3 ñîäåðæèò k + 1 èñòî÷íèê: âåðøèíû vi,n−2 è vi,0, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Â

òî âðåìÿ êàê îðãðàô G ñîäåðæèò òîëüêî k èñòî÷íèêîâ: âåðøèíû vi,0, ãäå

0 ≤ i ≤ k − 1. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ

îðãðàôà H − (w, vi,n−2) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,j, w) ∈ β, ãäå 2 ≤ j ≤ ni − 3, ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàôH−(vi,j, w)−vi,j+1 îðãðàôàH−(vi,j, w) ñîäåðæèò k+1 ñòîê: âåðøèíû

vi,j è vi,ni−1, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Â òî âðåìÿ êàê îðãðàô G ñîäåðæèò òîëüêî k

ñòîêîâ: âåðøèíû vi,ni−1, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí

èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,j, w) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,j) ∈ β, ãäå 2 ≤ j ≤ ni − 3, ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H − (w, vi,j) − vi,j+1 îðãðàôà H − (w, vi,j) ñîäåðæèò k + 1 èñòî÷-

íèê: âåðøèíû vi,j è vi,0, ãäå 1 ≤ i ≤ k. Â òî âðåìÿ êàê îðãðàô G ñîäåðæèò

òîëüêî k èñòî÷íèêîâ: vi,0, ãäå 1 ≤ i ≤ k. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí

èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi,j) íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 1, ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò

ðàñøèðåíèåì äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò äâå âåðøèíû, ni = 2. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû

óäàëåíèÿ äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 2.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,0, w) ∈ β ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H− (vi,0, w)−
vi,1 îðãðàôà H − (vi,0, w) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,0. Ò. å. âëî-

æåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,0, w)

íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,1) ∈ β ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H− (w, vi,1)−
vi,0 îðãðàôà H − (w, vi,1) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,1. Ò. å. âëî-

æåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi,1)

íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 2, ïîëó÷åííûé
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îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå G

íå ñóùåñòâóåò öåïè äëèíû 2. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû óäàëåíèÿ äóã, äîáàâëåí-

íûõ â ïóíêòå 3.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,0, w) ∈ β, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−(vi,0, w)−
vi,1 îðãðàôà H − (vi,0, w) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,0. Ò. å. âëîæå-

íèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,0, w)

íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,1, w) ∈ β, â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H −
(vi,1, w) − vi,0 îðãðàôà H − (vi,1, w) èç âåðøèíû vi,1, ÿâëÿþùåéñÿ èñòî÷íè-

êîì, âîçìîæíî ïîñòðîèòü öåïü, ñîñòîÿùóþ ìàêñèìóì èç äâóõ âåðøèí vi,1 è

vi,2 è îáðàçîâàííóþ äóãîé (vi,1, vi,2), â òî âðåìÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ äëèíà öå-

ïè â îðãðàôå G ðàâíà 3. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ

ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,1, w) íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,2) ∈ β, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−(w, vi,2)−
vi,1 îðãðàôà H − (w, vi,2) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,2. Ò. å. âëîæå-

íèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi,2)

íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 3, ïîëó÷åííûé

îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ïóñòü i-ÿ öåïü P i
ni
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ni = 3, è ïðè ýòîì â îðãðàôå G

ñóùåñòâóåò l-ÿ öåïü P l
nl
, l 6= i, ñîäåðæàùàÿ äâå âåðøèíû, nl = 2.

Ðàññìîòðèì âàðèàíòû óäàëåíèÿ äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 4.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi,0, w) ∈ β, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−(vi,0, w)−
vi,1 îðãðàôà H − (vi,0, w) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,0. Ò. å. âëîæå-

íèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi,0, w)

íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (w, vi,2) ∈ β, ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−(w, vi,2)−
vi,1 îðãðàôà H − (w, vi,2) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó vi,2. Ò. å. âëîæå-

íèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi,2)
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íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè äóã, äîáàâëåííûõ â ïóíêòå 4, ïîëó÷åííûé

îðãðàô íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî. �

ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà íà ðèñ. 2.11, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé, ïîñòðî-

åííîå ïî ðåöåïòó òåîðåìû 2.5, ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.12.
 

 

 

 

 

 

 

 

… 

w 

Ðèñóíîê 2.12. ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà P2 ∪ P3 ∪ Pn

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäè-

íåíèÿ öåïåé (ñì. [A10]).

Àëãîðèòì 2.4. Ïóñòü îðãðàô G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k

öåïåé P i
ni

= (Vi, αi), ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1. Òîãäà ïîñòðîèì åãî ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ

H = (W,β) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì â îðãðàô G âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà vi,0 ∈ Vi, ãäå 0 ≤ i ≤ k−1, äîáàâèì äóãó (w, vi,0).

3. Äëÿ êàæäîãî ñòîêà vi,ni ∈ Vi, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1, äîáàâèì äóãó (vi,ni, w).

91



Êîëè÷åñòâî äóã |β| â H = (W,β) ðàâíî n + k. Ìíîæåñòâîì âåðøèí W

îðãðàôà H ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (
⋃k−1
i=0 Vi)∪ {w}. Ìíîæåñòâîì äóã β ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî (
⋃k−1
i=0 αi) ∪ {(w, vi,0)|0 ≤ i ≤ k − 1} ∪ {(vi,ni, w)|0 ≤ i ≤ k − 1}.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.4. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãî-

ðèòìà 2.4 äîñòàòî÷íî çíàòü ñòåïåíè èñõîäà è ñòåïåíè çàõîäà êàæäîé âåð-

øèíû îðãðàôà G, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì k öåïåé P i
ni

= (Vi, αi), ãäå

0 ≤ i ≤ k − 1. Äëÿ äàííîãî òèïà îðãðàôîâ ýòó èíôîðìàöèþ ìîæíî âû-

÷èñëèòü çà ëèíåéíóþ àñèìïòîòèêó îò êîëè÷åñòâà âåðøèí. Êàæäàÿ âåðøèíà

v ∈
⋃k−1
i=0 Vi â òàêèõ îðãðàôàõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî èñòî÷íèêîì, êîãäà d−(v) = 0,

ëèáî ñòîêîì, êîãäà d+(v) = 0, ëèáî èìååò ñòåïåíü èñõîäà è çàõîäà, ðàâíûå

1, êîãäà d+(v) = 1 è d−(v) = 1. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü

àëãîðèòìà 2.4 îöåíèâàåòñÿ êàê O(n).

Òåîðåìà 2.6. Àëãîðèòì 2.4 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðãðàô H = (W,β), ïîñòðîåííûé ïî àë-

ãîðèòìó 2.4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî H = (W,β) ÿâëÿåòñÿ ÒÍÐ äëÿ

îðãðàôà G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ

îðãðàôîâ).

1. Î÷åâèäíî, ÷òî |W | = |
⋃k−1
i=0 Vi| + 1, òàê êàê W = (

⋃k−1
i=0 Vi) ∪ {w} ïî

ïîñòðîåíèþ.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî G ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ â àëãîðèòìå 2.4.

3. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû vi,j ∈ W , íå ñîâïàþùåé ñ âåðøèíîé w,

îðãðàô G âêëàäûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàôH−vi,j îðãðàôàH. Óäàëèì

âåðøèíó vi,j èç îðãðàôà H. Âåðøèíà vi,j âõîäèò â i-þ öåïü P i
ni
îðãðàôà G.

Òîãäà âëîæåíèå φ :
⋃k−1
i=0 Vi → W − vi,j îðãðàôà G â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

H − vi,j îðãðàôà H ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè j = 0, ò. å. âåðøèíà vi,0 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â

öåïü, îáðàçîâàííóþ äóãàìè (vi,1, vi,2), (vi,2, vi,3), · · · , (vi,ni−2, vi,ni−1), (vni−1, w),

à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè j = ni−1, ò. å. âåðøèíà vi,ni−1 ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, òî i-þ öåïü Pni âëîæèì
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â öåïü, îáðàçîâàííóþ äóãàìè (w, vi,0), (vi,0, vi,1), (vi,1, vi,2), · · · , (vi,ni−3, vi,ni−2),

à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæåíèè.

Åñëè 1 ≤ j ≤ ni − 2, ò. å. âåðøèíà vi,j èìååò ñòåïåíü çàõîäà è ñòå-

ïåíü èñõîäà, ðàâíûå 1, òî i-þ öåïü P i
ni
âëîæèì â öåïü, îáðàçîâàííóþ äóãàìè

(vi,j+1, vi,j+2), (vi,j+2, vi,j+3), · · · , (vi,ni−2, vi,ni−1), (vi,ni−1, w), (w, vi,0), (vi,0, vi,1),

· · · , (vi,j−2, vi,j−1), à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ ïðè âëîæå-

íèè.

4. (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w, èç îðãðàôà H = (W,β), ïîëó÷åííûé îðãðàô íå

áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îðãðàôà G.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè (w, vi,0) ∈ β, âûõîäÿùåé èç âåðøè-
íû w, êîòîðàÿ áûëà äîáàâëåíà â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 2.4, îðãðàô H − (w, vi,0)

íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îðãðàôà G. Âåðøèíà vi,0 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì è

íà÷àëîì i-é öåïè P i
ni
îðãðàôà G. Èç âåðøèíû vi,0 èñõîäèò äóãà (vi,0, vi,1) â âåð-

øèíó vi,1. Òîãäà â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H− (w, vi,0)−vi,1 îðãðàôà H−vi,1
âåðøèíà vi,0 áóäåò èçîëèðîâàííîé. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñè-

ìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôàH−(w, vi,0) íåâîçìîæíî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà äóãè (w, vi,0) ∈ β, âûõîäÿùåé èç âåðøèíû w, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ

äóãà (w, vi,0) ∈ β, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1, äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 2.4,

äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü â ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè (vi,ni, w) ∈ β, âõîäÿùåé â âåðøèíó
w, êîòîðàÿ áûëà äîáàâëåíà â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.4, îðãðàô H − (vi,ni, w)

íå áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îðãðàôà G. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà vi,ni ÿâëÿ-

åòñÿ ñòîêîì è êîíöîì öåïè P i
ni

îðãðàôà G. Â âåðøèíó vi,ni−1 âõîäèò äóãà

(vi,ni−2, vi,ni−1) èç íåêîòîðîé âåðøèíû vi,ni−2. Òîãäà â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðà-

ôå H − (vi,ni, w) − vi,ni−2 îðãðàôà H − (vi,ni, w) âåðøèíà vi,ni−1 áóäåò èçîëè-

ðîâàííîé. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ

îðãðàôà H − (w, vi,ni−1) íåâîçìîæíî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà äóãè

(vi,ni, w) ∈ β, âõîäÿùåé â âåðøèíó w, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ äóãà (vi,0, w) ∈ β,
ãäå 0 ≤ i ≤ k− 1, äîáàâëåííàÿ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.4, äîëæíà ïðèñóòñòâî-
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âàòü â ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé G.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî.

Äîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì 2.4 ñòðîèò ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ k

öåïåé
⋃k−1
i=0 P

i
ni
. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîì ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ äëÿ ðàññìàòðèâàå-

ìîãî êëàññà îðãðàôîâ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n+k äóã, ãäå n =
∑k−1

i=0 ni. Ðîâíî

ñòîëüêî äóã ñîäåðæèòñÿ â ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ, ïîñòðîåííîì ïî àëãîðèòìó 2.4.

Â îðãðàôå G, ïðèíàäëåæàùåì ðàññìàòðèâàåìîìó òèïó, ñóùåñòâóåò k âåð-

øèí, ÿâëÿþùèõñÿ ñòîêàìè, è k âåðøèí, ÿâëÿþùèõñÿ èñòî÷íèêàìè. Êîëè÷å-

ñòâî äóã |α| â îðãðàôå G ðàâíî n − k. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî ñòîêà vi,ni−1,

ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1, íåîáõîäèìî äîáàâèòü äóãó, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé w, èíà÷å

â íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôàõ ðàñøèðåíèÿ îðãðàôà G áóäóò ïðè-

ñóòñòâîâàòü èçîëèðîâàííûå âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî óäàëèòü

âåðøèíó vi,ni−2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äóãè (vi,ni−2, vi,ni−1). Äëÿ êàæäîãî

èñòî÷íèêà vi,0, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1, íåîáõîäèìî äîáàâèòü äóãó, ñìåæíóþ ñ âåð-

øèíîé w, èíà÷å â íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôàõ ðàñøèðåíèÿ îðãðàôà

G áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü èçîëèðîâàííûå âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷-

íî óäàëèòü âåðøèíó vi,1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíöîì äóãè (vi,0, vi,1). Êîëè÷åñòâî

äîáàâëåííûõ äóã â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíî 2k, à îáùåå êîëè÷åñòâî äóã â ìè-

íèìàëüíîì ÒÍÐ áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì n+k. Èòàê, íåîáõîäèìî áóäåò äîáàâèòü

2k äóã, ñìåæíûõ âåðøèíå w. Êàæäàÿ èç 2k äîáàâëåííûõ äóã áóäåò èíöèäåíò-

íà ëèáî îäíîìó èç k èñòî÷íèêîâ vi,0, ëèáî îäíîìó èç k ñòîêîâ vi,ni−1 îðãðàôà

G.

Â ÒÍÐ, êîòîðûé ñòðîèò àëãîðèòì 2.4, ñîäåðæèòñÿ n+ k äóã, ïðè ýòîì ëþ-

áîå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ k öåïåé
⋃k−1
i=0 P

i
ni
ñîäåðæèò íå ìåíåå

n + k äóã, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå. Ò. å. íå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ

äëÿ îáúåäèíåíèÿ k öåïåé
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ñîäåðæàùåãî ìåíåå ÷åì n+k äóã. Ñëåäîâà-

òåëüíî, àëãîðèòì 2.4 ñòðîèò îäíî èç ìèíèìàëüíûõ ÒÍÐ äëÿ êëàññà îðãðàôîâ,

ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì öåïåé. �

Ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà íà ðèñ. 2.12, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì

öåïåé, ïîñòðîåííîå ïî àëãîðèòìó 2.4, ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.13.
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Ðèñóíîê 2.13. Ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèå öåïåé G =
⋃k−1

i=0 P
i
ni

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ äëÿ

îáúåäèíåíèÿ öåïåé, ñîñòîÿùèõ áîëåå ÷åì èç äâóõ âåðøèí.

Òåîðåìà 2.7. Äëÿ îðãðàôîâ âèäà G =
⋃k−1
i=0 P

i
ni
, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì

k öåïåé, ñîñòîÿùèõ áîëåå ÷åì èç äâóõ âåðøèí, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíå-

íèÿ k öåïåé, ñîñòîÿùèõ áîëåå ÷åì èç äâóõ âåðøèí, èçîìîðôíî ìèíèìàëüíîìó

ÒÍÐ H = (W,β), ïîñòðîåííîìó ïî àëãîðèòìó 2.4.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èñòî÷íèê vi,0, ãäå 0 ≤
i ≤ k − 1, è êàæäûé ñòîê vi,ni−1, ãäå 0 ≤ i ≤ k − 1, îðãðàôà G äîëæåí áûòü

ñìåæåí ñ âåðøèíîé w.

Â ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ H, êîòîðûé ñòðîèò àëãîðèòì 2.4, êàæäûé èñòî÷-
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íèê vi,0 ñîåäèíåí äóãîé (w, vi,0) ñ âåðøèíîé w. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ F = (U, γ), íå èçîìîðôíîå ìèíèìàëüíîìó ÒÍÐ

H = (W,β), â êîòîðîì íåêîòîðûé èñòî÷íèê vi,0 ñîåäèíåí äóãîé (vi,0, w) ñ âåð-

øèíîé w, à íå äóãîé (w, vi,0). Âåðøèíà vi,0 ïðèíàäëåæèò i-é öåïè P i
ni
îðãðàôà

G. Â îðãðàôå G ñóùåñòâóåò âåðøèíà vi,2, òàê êàê êàæäàÿ öåïü ñîñòîèò áîëåå

÷åì èç äâóõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô F − vi,2 îðãðàôà F .
Â îðãðàôå F−vi,2 âåðøèíà vi,0 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, à âåðøèíà vi,1 � ñòîêîì.

Ïðè ýòîì âåðøèíà vi,1 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì öåïè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âåðøèí vi,0 è

vi,1, ò. å. öåïè, îáðàçîâàííîé äóãîé (vi,0, vi,1) â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå F−vi,2
îðãðàôà F . Íî îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k öåïåé, ñîñòîÿùèõ áîëåå

÷åì èç äâóõ âåðøèí. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîä-

ãðàôîâ îðãðàôà F , íå èçîìîðôíîãî îðãðàôó H, íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ëþáîì ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ îðãðàôà G êàæäûé èñòî÷íèê vi,0 ñîåäèíåí äóãîé

(w, vi,0) ñ âåðøèíîé w.

Â ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ H, êîòîðûé ñòðîèò àëãîðèòì 2.4, êàæäûé ñòîê vi,ni−1

ñîåäèíåí äóãîé (vi,ni−1, w) ñ âåðøèíîé w. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, ñóùåñòâó-

åò ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ F = (U, γ), íå èçîìîðôíîå ìèíèìàëüíîìó ÒÍÐ H =

(W,β), â êîòîðîì íåêîòîðûé ñòîê vi,ni−1 ñîåäèíåí äóãîé (w, vi,ni−1) ñ âåðøèíîé

w, à íå äóãîé (vi,ni−1, w). Âåðøèíà vi,ni−1 ïðèíàäëåæèò i-é öåïè P
i
ni
îðãðàôàG.

Â îðãðàôå G ñóùåñòâóåò âåðøèíà vi,ni−3, òàê êàê êàæäàÿ öåïü ñîñòîèò áîëåå

÷åì èç äâóõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô F − vi,ni−3 îðãðà-

ôà F . Â îðãðàôå F − vi,ni−3 âåðøèíà vi,ni−2 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, à âåðøèíà
vi,ni−1 � ñòîêîì. Ïðè ýòîì âåðøèíà vi,ni−3 ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì öåïè, ñîñòîÿùåé

èç äâóõ âåðøèí vi,ni−2 è vi,ni−1, ò. å. öåïüþ, îáðàçîâàííîé äóãîé (vi,ni−2, vi,ni−1) â

ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå F−vi,ni−3 îðãðàôà F . Íî îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-

íåíèåì öåïåé, ñîñòîÿùèõ áîëåå ÷åì èç äâóõ âåðøèí. Ò. å. âëîæåíèå îðãðàôà G

â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà F , íå èçîìîðôíîãî îðãðàôó H,

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ìèíèìàëüíîì ÒÍÐ îðãðàôà G êàæäûé

ñòîê vi,ni−1 ñîåäèíåí äóãîé (vi,ni−1, w) ñ âåðøèíîé w.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ k öåïåé, ñîñòîÿ-
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ùèõ áîëåå ÷åì èç äâóõ âåðøèí èçîìîðôíî ìèíèìàëüíîìó ÒÍÐ, ïîñòðîåííîìó

ïî àëãîðèòìó 2.4. �

 

 

 

 
Ðèñóíîê 2.14. Îðãðàô P3 ∪ P2

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè îäíà èç öåïåé P i
ni
îðãðàôà G ñîñòîèò èç äâóõ

âåðøèí, ò. å. ni = 2 (ê ïðèìåðó, íà ðèñ. 2.14), òî äîáàâëåíèå 2k äóã â îðãðàô

G ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü áîëåå ÷åì îäíèì ñïîñîáîì.

×åòûðå íåèçîìîðôíûõ ìèíèìàëüíûõ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà, èçîáðàæåííîãî

íà ðèñ. 2.14, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.15.
 

 

 

 

 

  w w 
w 

w 

Ðèñóíîê 2.15. ×åòûðå íåèçîìîðôíûõ ìèíèìàëüíûõ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôà P3 ∪ P2

5. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ

äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ

Ìíîãîóãîëüíûì îðãðàôîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ âñÿêèé îðãðàô M , ïîëó-

÷åííûé ïåðåîðèåíòàöèåé íåêîòîðûõ äóã êîíòóðà Cn. Ñóììà ñòåïåíåé èñõîäà
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è çàõîäà êàæäîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M = (Z, γ) ðàâíà 2. Âñå

àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä èíäåêñàìè âåðøèí â ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôàõ

â äàëüíåéøåì áóäåì ïðîèçâîäèòü ïî ìîäóëþ ÷èñëà n. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû vi,

0 ≤ i ≤ n − 1, ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M ñìåæíûìè âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ

âåðøèíû vi−1 è vi+1.

Ïóñòü b � ýòî íåêîòîðûé äâîè÷íûé âåêòîð, ÷åðåç bi îáîçíà÷èì åãî i-þ êîì-

ïîíåíòó. Äâîéñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ äâîè÷íîãî âåêòîðà b íàçûâàåòñÿ âåêòîð

bδ, ïîëó÷àåìûé èç b, åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà b çàïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå,

à çàòåì âçàèìíî çàìåíèòü â êîìïîíåíòàõ íóëè è åäèíèöû, ò. å. îñóùåñòâèòü

ïðåîáðàçîâàíèå b → (b−1)′. Ê ïðèìåðó, äëÿ b = 00101 áóäåò bδ = 01011. Î÷å-

âèäíî, ÷òî bδδ = b. Äâîè÷íûå âåêòîðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîäèðîâàíèÿ

ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ (ñì. [17]). ÏóñòüM � ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô, ïîëó-

÷åííûé ïåðåîðèåíòàöèåé íåêîòîðûõ äóã êîíòóðà Cn ïîðÿäêà n. Âûáåðåì âM

= (Z, γ) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû âåðøèíó v0 è ïîñòðîèì n-ìåðíûé äâî-

è÷íûé âåêòîð b0, ïîëàãàÿ b0i = 1, åñëè (vi, vi+1) ∈ γ è b0i = 0, åñëè (vi+1, vi) ∈ γ.
Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ âåêòîðû b1, b2, · · · , bn−1. Ê ïðèìåðó, äëÿ ìíîãîóãîëüíî-

ãî îðãðàôà M = v0 → v1 ← v2 → v3 ← v0 ïîðÿäêà 4 ïîëó÷èì b0 = 1010,

b1 = 0101, b2 = 1010, b3 = 0101. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó n-ìåðíîìó âåê-

òîðó èç ñîâîêóïíîñòè bs, ãäå 0 ≤ s ≤ n − 1, ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîóãîëüíûé

îðãðàô M = M(bs) ïîðÿäêà n, ïîëó÷àþùèéñÿ èç êîíòóðà Cn ïåðåîðèåíòà-

öèåé íåêîòîðûõ åãî äóã c âûáðàííîé íà÷àëüíîé âåðøèíîé vs, ñîãëàñîâàííûé

â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå ñî çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà bs. Ê ïðèìåðó,

äëÿ b1 = 00101 áóäåò M(b1) = v1 ← v2 ← v3 → v4 ← v0 → v1. Âûáåðåì èç

2n âåêòîðîâ b0, b1, · · · , bn−1, b0δ, b1δ, · · · , bn−1δ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M

ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûé âåêòîð è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç b = b(M).

Âåêòîð b = b(M) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíîìó îðãðàôó M è íàçûâàåòñÿ

åãî äâîè÷íûì êîäîì.

Ê ïðèìåðó, äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM íà ðèñ. 2.16 ïîëó÷èì b0 = 1011,

b1 = 0111, b2 = 1110, b3 = 1101, b0δ = 0010, b1δ = 0001, b2δ = 1000, b3δ = 0100,

ñëåäîâàòåëüíî, b(M) = 0001. Ïîíÿòíî, ÷òî äâà ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôà M1 è
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v1 

v0 

Ðèñóíîê 2.16. Ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M

M2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ äâîè÷íûå êîäû b(M1) è b(M2)

ïîêîìïîíåíòíî ðàâíû.

Êîäèðîâàíèå ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ äâîè÷íûìè âåêòîðàìè áóäåò øè-

ðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ â àëãîðèòìàõ ïîñòðîåíèÿ ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îð-

ãðàôîâ. Òàêæå òàêîå êîäèðîâàíèå ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü çàïèñü

ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè è êîìïàêòíî

õðàíèòü èõ â ïàìÿòè ÝÂÌ.

Ïîä ÷åòíûìè ìíîãîóãîëüíûìè îðãðàôàìè áóäåì ïîíèìàòü ìíîãîóãîëüíûå

îðãðàôû ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. Íèæå áóäåò îïèñàíî îäíî èç ÒÍÐ

äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ â ÿâíîì âèäå. Ïðåæäå ÷åì óêàçàòü ÿâ-

íûé âèä ÒÍÐ äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ íåîáõîäèìî ïîêàçàòü âè-

äû âëîæåíèé ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ â íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

èõ ÒÍÐ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âëîæåíèé ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ïîðÿä-

êà ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà n. Íàïîìíèì, ÷òî âñå îïåðàöèè íàä èíäåêñàìè

âåðøèí ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå ïî ìîäóëþ èõ

ïîðÿäêà n.

Ïóñòü M = (Z, γ) � ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô ïîðÿäêà n, ïîëó÷åííûé ïðî-

èçâîëüíîé ïåðåîðèåíòàöèåé äóã êîíòóðà Cn = v0v1· · · vn−1v0, à H = (W,β) �

îäíî èç åãî ÒÍÐ. Òîãäà âëîæåíèå φ : Z → (W − vi) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðà-
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ôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi, ìîæíî çàäàòü îäíèì èç 2n ñïîñîáîâ.

Ñóùåñòâóåò n âëîæåíèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ è n âëîæåíèé ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè¿.

Âëîæåíèå k ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿, ãäå 0 ≤ k ≤ n− 1:

� φ(vj) = vj+k, ãäå vj ∈ W, j 6= i− k;
� φ(vi−k) = w.

Âëîæåíèå k ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ çàäàíî òàáëèöåé 1.

Òàáëèöà 1. Âëîæåíèÿ ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿
� �0 �1 … ��−�−1 ��−�  ��−�+1 … ��−1 ��  ��+1 … ��−2 ��−1 

 ��  ��+1 … ��−1 � ��+1 … ��+�−1 ��+�  ��+�+1 … ��−2 ��−1 

Íà ÿçûêå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, âëîæåíèå k ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ âîçìîæíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� bj = bj+k, ãäå 0 ≤ j ≤ n− 1, j 6= i− k − 1, i− k;
� åñëè bi−k−1 = 1, òî (vi−1, w) ∈ β, èíà÷å (w, vi−1) ∈ β;
� åñëè bi−k = 1, òî (w, vi+1) ∈ β, èíà÷å (vi+1, w) ∈ β.
Âëîæåíèå k ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿, ãäå 0 ≤ k ≤ n− 1:

� φ(vj) = vn+k−j−1, ãäå vj ∈ W, j 6= n− i− 1;

� φ(vn−i−1) = w.

Âëîæåíèå k ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿ çàäàíî òàáëèöåé 2.

Òàáëèöà 2. Âëîæåíèÿ ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿
� �� 

 
�� 

 
  … ��−� �� ��+�   … ��−�−� ��−�−� ��−� … ��−� �� 

    	��−� ��−�   … ��−� ��−�−� ��−�−�   … ��+�+� � ��+�−� … ��+� 
 

�� 
 

Íà ÿçûêå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, âëîæåíèå k ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿ âîç-

ìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

� bj = bk−j−1, ãäå 0 ≤ j ≤ n− 1, j 6= n− i− 2, n− i− 1;

� åñëè bn−i−2 = 1, òî (vk+i+1, w) ∈ β, èíà÷å (w, vk+i+1) ∈ β;
� åñëè bn−i−1 = 1, òî (w, vk+i−1) ∈ β, èíà÷å (vk+i−1, w) ∈ β.
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Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü M = (Z, γ) � ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô ïîðÿäêà n, ïî-

ëó÷åííûé ïðîèçâîëüíîé ïåðåîðèåíòàöèåé äóã êîíòóðà Cn = v0v1· · · vn−1v0, à
H = (W,β) � îäíî èç åãî ÒÍÐ. Òîãäà âëîæåíèå φ : Z → (W − vi) ìíîãî-

óãîëüíîãî îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi ìîæíî çàäàòü òîëüêî
îäíèì èç 2n ñïîñîáîâ, ïðåäñòàâëåííûõ òàáëèöàìè 1 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãèõ âëîæåíèé ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â ïðî-

èçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi åãî ÒÍÐ H, êðîìå 2n âûøåïåðå-

÷èñëåííûõ, íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H − vi
îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ÷àñòü, èçîìîðôíàÿ ìíîãîóãîëüíîìó îðãðàôó M . À

ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà w â ìàêñèìàëüíîì ïîä-

ãðàôå H−vi åãî ÒÍÐ H ñìåæíà ñ âåðøèíàìè vi−1 è vi+1. Ïðè ëþáîì äðóãîì,

îòëè÷íîì îò 2n ïåðå÷èñëåííûõ ñïîñîáîâ, â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå H−vi åãî
ÒÍÐ H íå áóäåò ÷àñòè, èçîìîðôíîé êàêîìó-ëèáî ìíîãîóãîëüíîìó ïîäãðàôó.

�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îäíî èç ÒÍÐ äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ

îðãðàôîâ â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü M = (Z, γ) � ÷åòíûé ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô ïîðÿä-

êà n. Òîãäà îäíèì èç åãî ÒÍÐ áóäåò îðãðàô H = (W,β), ãäåW = Z∪{w}, β =

γ ∪ {(v, w)|v ∈ Z, d−(v) = 0} ∪ {(w, v)|v ∈ Z, d+(v) = 0} ∪ {(v, w), (w, v)|v ∈
Z, d+(v) = 1, d−(v) = 1}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðãðàô H = (W,β), ïîñòðîåííûé ïî ðå-

öåïòó òåîðåìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðà-

ôîâ):

1. |W | = |Z|+ 1, òàê êàê Z = {v0, v1, ..., vn−1},W = {v0, v1, ..., vn−1, w}.
2. Î÷åâèäíî, ÷òî M ∼= H − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ.

3. Îðãðàô H ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM . Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè âëîæåíèè φ : Z → (W − vi) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â

íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi îðãðàôà H, ïîëó÷åííûé óäàëåíè-

åì âåðøèíû vi, âåðøèíó vi îòîáðàçèì â âåðøèíó w, φ(vi) = w, à îñòàëüíûå
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âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ.

4 (Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè,

èíöèäåíòíîé âåðøèíå w èç îðãðàôà H, ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áóäåò ðàñøè-

ðåíèåì äëÿ îðãðàôà G.

Ðàññìîòðèì âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêàìè â èñõîäíîì ÷åòíîì ìíî-

ãîóãîëüíîì îðãðàôå M . Ïóñòü âåðøèíà vi ∈ Z � íåêîòîðûé èñòî÷íèê. Òîãäà

ïî ïîñòðîåíèþ èç âåðøèíû vi âõîäèò äóãà (vi, w) â âåðøèíó w â îðãðàôå H.

Â ñëó÷àå óäàëåíèÿ äóãè (vi, w) ìàêñèìàëüíûå îðãðàôû H − (vi, w) − vi−1 è
H− (vi, w)−vi+1 îðãðàôà H− (vi, w) ñîäåðæàò âåðøèíó-èñòî÷íèê vi, êîòîðîé

èíöèäåíòíà òîëüêî îäíà âûõîäÿùàÿ äóãà (vi, vi+1) è (vi, vi−1) ñîîòâåòñòâåííî.

Â òî âðåìÿ êàê êàæäîé âåðøèíå ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M èíöè-

äåíòíî ðîâíî äâå äóãè. Ò. å. âëîæåíèå ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â

îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (vi, w) íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòîêàìè â èñõîäíîì ÷åòíîì ìíîãîóãîëü-

íîì îðãðàôå M . Ïóñòü âåðøèíà vi ∈ Z � íåêîòîðûé ñòîê. Òîãäà ïî ïîñòðîå-

íèþ â âåðøèíó vi âõîäèò äóãà (w, vi) èç âåðøèíû w â îðãðàôåH. Â ñëó÷àå óäà-

ëåíèÿ äóãè (w, vi) ìàêñèìàëüíûå îðãðàôû H−(w, vi)−vi−1 è H−(w, vi)−vi+1

îðãðàôà H − (w, vi) ñîäåðæàò âåðøèíó-ñòîê vi, êîòîðîé èíöèäåíòíà òîëüêî

îäíà âûõîäÿùàÿ äóãà (vi+1, vi) è (vi−1, vi) ñîîòâåòñòâåííî. Â òî âðåìÿ êàê êàæ-

äîé âåðøèíå ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM èíöèäåíòíî ðîâíî äâå äóãè.

Ò. å. âëîæåíèå ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ

ïîäãðàôîâ îðãðàôà H − (w, vi) íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì âåðøèíû v ∈ Z, èìåþùèå â èñõîäíîì ÷åòíîì ìíîãîóãîëüíîì

îðãðàôåM ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà, ðàâíûå 1. Îäíà èç òàêèõ âåðøèí

vi èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.17. Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñ. 2.17, ñîåäèíÿþùèå ïà-

ðû âåðøèí, îçíà÷àþò, ÷òî ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü êàê îäíà äóãà â ëþáîì

èç íàïðàâëåíèé, òàê è äâå äóãè. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íóìåðàöèÿ âåð-

øèí âûáðàíà òàê, ÷òî èç âåðøèíû vi−1 ñëåäóåò äóãà (vi−1, vi) â âåðøèíó vi, à

èç âåðøèíû vi ñëåäóåò äóãà (vi, vi+1) â âåðøèíó vi+1. Ïî óòâåðæäåíèþ òåîðå-

ìû â îðãðàôå H âåðøèíà vi ñîåäèíåíà âñòðå÷íûìè äóãàìè (vi, w) è (w, vi) ñ
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Ðèñóíîê 2.17. Îäíà èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M ,
èìåþùàÿ ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà, ðàâíûå 1

âåðøèíîé w.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ, äóãè (vi−1, w), (w, vi+1) ïðèñóòñòâóþò â ðàñ-

øèðåíèè H âíå çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè äóãè ìåæäó âåðøèíûìè vi−2 è

vi−1, à òàêæå âåðøèíàìè vi+1 è vi+2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â èñõîäíîì ÷åòíîì

ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M ïðèñóòñòâóåò äóãà (vi−2, vi−1), ò. å. bi−2 = 1, òî â

îðãðàôå H âåðøèíà vi−1 ñîåäèíåíà âñòðå÷íûìè äóãàìè (w, vi−1) è (vi−1, w) ñ

âåðøèíîé w; åñëè â èñõîäíîì ÷åòíîì ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôåM ïðèñóòñòâóåò

äóãà (vi−1, vi−2), ò. å. bi−2 = 0, d−(vi−1) = 0, òî â îðãðàôå H âåðøèíà vi−1 ñî-

åäèíåíà äóãîé (vi−1, w) ñ âåðøèíîé w. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû

äëÿ îðèåíòàöèè äóãè ìåæäó âåðøèíàìè vi+1 è vi+2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äóãà (vi−2, vi−1) ïðèíàäëåæèò ÷åòíîìó ìíîãîóãîëüíîìó

îðãðàôóM , (vi−2, vi−1) ∈ γ, ò. å. bi−2 = 1, òî ïî ïîñòðîåíèþ äóãà (vi−2, w) ∈ γ′.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d−(vi−2) = 0, òî åñòü âåðøèíà vi−2 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-

êîì, äóãà (vi−2, w) ∈ γ′ ïðèñóòñòâóåò â îðãðàôå H; åñëè d+(vi−2) = 1 è

d−(vi−2) = 1, òî â îðãðàôå H âåðøèíà vi−2 ñîåäèíåíà âñòðå÷íûìè äóãàìè

(vi−2, w) è (w, vi−2) ñ âåðøèíîé w. Â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè äóãà (vi−2, vi−1) ∈ γ, ò.
å. bi−2 = 1, òî äóãà (vi−2, w) ∈ γ′. Åñëè äóãà (vi−1, vi−2) ïðèñóòñòâóåò â ÷åòíîì

ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M , (vi−1, vi−2) ∈ γ, ò. å. bi−2 = 0, òî ïî ïîñòðîåíèþ

äóãà (w, vi−2) ∈ γ′. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d+(vi−2) = 0, òî åñòü âåðøèíà vi−2 ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòîêîì, äóãà (w, vi−2) ∈ γ′ ïðèñóòñòâóåò â îðãðàôåH; åñëè d+(vi−2) = 1
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è d−(vi−2) = 1, òî â îðãðàôå H âåðøèíà vi−2 ñîåäèíåíà âñòðå÷íûìè äóãàìè

(vi−2, w) è (w, vi−2) ñ âåðøèíîé w. Â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè äóãà (vi−1, vi−2) ∈ γ,
ò. å. bi−2 = 0, òî äóãà (vi−2, w) ∈ γ′. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû

äëÿ îðèåíòàöèè äóãè ìåæäó âåðøèíàìè vi+1 è vi+2. Åñëè äóãà (vi+1, vi+2) ∈ γ,
ò. å. bi+1 = 1, òî äóãà (w, vi+2) ∈ γ′; åñëè äóãà (vi+2, vi+1) ∈ γ, ò. å. bi+1 = 0, òî

äóãà (vi+2, w) ∈ γ′.
 

 

 

 

 

w 

vi-2 vi+2 

vi+1 vi-1 

vi 

Ðèñóíîê 2.18. Îðãðàô H − (vi, w)

×åòíûé ìíîãîóãîëüíûé îðãðàôM èìååò äâîè÷íûé âåêòîð b0(M) = (b0, b1, b2,

· · · , bi−2, 1, 1, bi+1, · · · , bn−2, bn−1), â ñèëó âûøåîïèñàííîé íóìåðàöèè åãî âåð-

øèí, ïðè êîòîðîé bi−1 = 1 è bi = 1. Ïîêàæåì, ÷òî íè äóãó (vi, w), íè äóãó

(w, vi) íåëüçÿ óäàëèòü èç îðãðàôà H áåç íàðóøåíèÿ ñâîéñòâà ¾áûòü ðàñøè-

ðåíèåì¿ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M .

Ðàññìîòðèì îðãðàô H − (vi, w), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.18. Äîêàæåì, ÷òî

÷åòíûé ìíîãîóãîëüíûé îðãðàôM íå âêëàäûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

H−vi+1−(vi, w) îðãðàôà H−(vi, w). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ

íè îäíî èç 2n âëîæåíèé ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM â ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H − vi+1 − (vi, w) îðãðàôà H − (vi, w). Âñå 2n âîçìîæíûõ âëîæå-

íèé îïèñàíû â Òåîðåìå 2.8. Åäèíñòâåííîé ÷àñòüþ îðãðàôà H − vi+1− (vi, w),

ÿâëÿþùåéñÿ ìíîãîóãîëüíûì îðãðàôîì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü, îáðàçîâàííàÿ äóãàìè

ìåæäó ïàðàìè âåðøèí v0 è v1, v1 è v2, · · · , vi−2 è vi−1, äóãîé (vi−1, vi), äóãîé

(w, vi), äóãîé ìåæäó âåðøèíàìè w è vi+2 è äóãàìè ìåæäó ïàðàìè âåðøèí

vi+2 è vi+3, vi+3 è vi+4, · · · , vn−1 è vn, vn è v0. Ïðè ýòîì, åñëè âåðøèíà vi+2 â
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ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì èëè ñòîêîì, òî íàïðàâëåíèå

äóãè ìåæäó âåðøèíàìè w è vi+2 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äóãè ìåæäó âåð-

øèíàìè vi+1 è vi+2; åñëè d+(vi+2) = 1 è d−(vi+2) = 1, òî ìåæäó âåðøèíîé w

è vi+2 ñóùåñòâóþò âñòðå÷íûå äóãè (w, vi+2), (vi+2, w) ïî ïîñòðîåíèþ. Îáîçíà-

÷èì äàííóþ ÷àñòü îðãðàôà H − vi+1 − (vi, w), ÿâëÿþùóþñÿ ìíîãîóãîëüíûì

îðãðàôîì, ÷åðåç F . ×àñòü F èìååò äâîè÷íûé âåêòîð b0(F ) = (b0, b1, b2, · · · ,
bi−2, 1, 0, bi+1, · · · , bn−2, bn−1), ïðè ýòîì b0j(M) = b0j(F ), ãäå 0 ≤ j ≤ n−1, j 6= i.

Î÷åâèäíî, ÷òî âëîæåíèå 0 ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà

M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi+1− (vi, w) îðãðàôà H − vi+1 íå âûïîëíÿ-

åòñÿ, òàê êàê i-é ýëåìåíò â äâîè÷íîì âåêòîðå b0(M) ðàâåí 1, à i-é â äâîè÷íîì

âåêòîðå b0(F ) ðàâåí 0, b0i (M) 6= b0i (F ). Ïîêàæåì, ÷òî òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ íè

îäíî èç äðóãèõ n−1 âëîæåíèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿. Ïðè âëîæåíèè k ¾ïî ÷à-

ñîâîé ñòðåëêå¿, ãäå 1 ≤ k ≤ n−1 ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM â ìàêñè-

ìàëüíûé ïîäãðàôH−vi+1−(vi, w) îðãðàôàH−vi+1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 1 =

b0i (M) = b0i+k(F ) = b0i+k(M) = b0i+2k(F ) = b0i+2k(M) = · · · = b0i+lk(F ) = b0i+lk(M),

ãäå l = 1, 2, 3, · · · , òàê êàê bj = bj+k, ãäå 0 ≤ j ≤ n − 1, j 6= i − k − 1, i − k,
ïî óñëîâèþ òåîðåìû 2.8 äëÿ âñåõ âëîæåíèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿. Ïðè l = 2n

ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = b0i (M) = · · · = b0i+2nl(F ) = b0i+2nl(M) = b0i (M) = 0, òî åñòü

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà çíà÷åíèÿ k, ïîëó÷à-

åì, ÷òî íè îäíî èç n âëîæåíèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî

îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi+1 − (vi, w) îðãðàôà H − vi+1 íå

âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íè îäíî èç âëîæåíèé ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿ ÷åò-

íîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi+1 − (vi, w)

îðãðàôà H − vi+1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü ñðåäè ýëåìåíòîâ b0i , ãäå 1 ≤ i ≤
i − 2, i + 1 ≤ i ≤ n − 1, äâîè÷íîãî âåêòîðà b0(M) k0 ýëåìåíòîâ ÿâëÿþò-

ñÿ íóëÿìè è k1 ÿâëÿþòñÿ åäèíèöàìè. Òîãäà â äâîè÷íîì âåêòîðå b0(M) k0

ýëåìåíòîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0, à k1 + 2 ýëåìåíòà ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1,

òàê êàê b0i−1(M) = 1 è b0i (M) = 1. Òàê êàê ïîðÿäîê n ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî

∃n1 ∈ Z : 2n1 = n, ïðè ýòîì k0+k1+2 = 2n1. Ïðè ëþáîì âëîæåíèè k ¾ïðîòèâ
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÷àñîâîé ñòðåëêè¿, ãäå 0 ≤ k ≤ n−1 â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàôH−vi+1−(vi, w),

ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M äîëæåí áûòü èçîìîðôåí ÷àñòè, ó êîòîðîé â äâî-

è÷íîì âåêòîðå k1 + 1 íóëåé, òàê êàê (b0i (M))′ = 0, è k0 + 1 åäèíèö, òàê êàê

(b0i+1(M))′ = 1. ßñíî, ÷òî åñëè äâà ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôà èçîìîðôíû, òî

êîëè÷åñòâî íóëåé è åäèíèö â èõ äâîè÷íûõ âåêòîðàõ äîëæíî ñîâïàäàòü. Â

äàííîì ñëó÷àå, ïðè ëþáîì èç n âëîæåíèé ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿, íåîáõî-

äèìî âûïîëíåíèå ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé k0 = k1 + 1 (îäèíàêîå êîëè÷åñòâî

íóëåé) è k1 + 2 = k0 + 1 (îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäèíèö). Íî òàê êàê ïîðÿäîê

n = 2n1 ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M ÷åòíûé, k0 = k1 + 1 è k0 + k1 = 2n1,

òî íå ñóùåñòâóåò öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë k0 è k1, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ýòèì óñëîâèÿì, ïðè ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n ≥ 4. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî

âîçìîæíî òîëüêî åñëè k0 = 2n1+1
2 , à ïðè ëþáîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì n1

çíà÷åíèå 2n1+1
2 íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíî èç

n âëîæåíèé ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â

ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi+1 − (vi, w) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äóãó (vi, w) íåëüçÿ óäàëèòü èç îðãðàôàH áåç

ïîòåðè ñâîéñòâà ¾áûòü ðàñøèðåíèåì¿, òàê êàê ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M íå

âêëàäûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H−vi+1−(vi, w) îðãðàôà H−(w, vi).

 

 

 

 

 

w 

vi-2 vi+2 

vi+1 vi-1 

vi 

Ðèñóíîê 2.19. Îðãðàô H − (w, vi)

Äàëåå ðàññìîòðèì îðãðàô H − (w, vi), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.19. Äîêà-

æåì, ÷òî ÷åòíûé ìíîãîóãîëüíûé îðãðàôM íå âêëàäûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíûé

ïîäãðàô H−vi−1−(w, vi) îðãðàôà H−(w, vi). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî íå âû-
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ïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç 2n âëîæåíèé ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM â ìàê-

ñèìàëüíûé ïîäãðàô H−vi−1−(w, vi) îðãðàôà H−vi−1. Åäèíñòâåííîé ÷àñòüþ
îðãðàôà H − vi−1 − (w, vi), ÿâëÿþùåéñÿ ìíîãîóãîëüíûì îðãðàôîì, ÿâëÿåòñÿ

÷àñòü, îáðàçîâàííàÿ äóãàìè ìåæäó ïàðàìè âåðøèí v0 è v1, v1 è v2, · · · , vi−3 è
vi−2, äóãîé ìåæäó âåðøèíàìè vi−2 è w, äóãîé (vi, w), (vi, vi+1), è äóãàìè ìåæ-

äó ïàðàìè âåðøèí vi+1 è vi+2, vi+2 è vi+3, · · · , vn−1 è vn, vn è v0. Ïðè ýòîì, åñëè
âåðøèíà vi−2 â ÷åòíîì ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì èëè

ñòîêîì, òî íàïðàâëåíèå äóãè ìåæäó âåðøèíàìè vi−2 è w ñîâïàäàåò ñ íàïðàâ-

ëåíèåì äóãè ìåæäó âåðøèíàìè vi−2 è vi−1; åñëè d+(vi−2) = 1 è d−(vi−2) = 1,

òî ìåæäó âåðøèíîé vi−2 è w ñóùåñòâóþò âñòðå÷íûå äóãè (w, vi−2), (vi−2, w) ïî

ïîñòðîåíèþ. Îáîçíà÷èì äàííóþ ÷àñòü îðãðàôà H−vi−1− (w, vi), ÿâëÿþùóþ-

ñÿ ìíîãîóãîëüíûì îðãðàôîì, ÷åðåç F . ×àñòü F èìååò äâîè÷íûé âåêòîð b0(F )

= (b0, b1, b2, · · · , bi−2, 0, 1, bi+1, · · · , bn−2, bn−1, bn), ïðè ýòîì b0j(M) = b0j(F ), ãäå

0 ≤ j ≤ n, j 6= i− 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî âëîæåíèå 0 ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíî-

ãî îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi−1 − (w, vi) íå âûïîëíÿåòñÿ,

òàê êàê (i − 1)-é ýëåìåíò â äâîè÷íîì âåêòîðå b0(M) ðàâåí 1, à (i − 1)-é â

äâîè÷íîì âåêòîðå b0(F ) ðàâåí 0, b0i−1(M) 6= b0i−1(F ). Ïîêàæåì, ÷òî òàêæå íå

âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç äðóãèõ n − 1 âëîæåíèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿. Ïðè

âëîæåíèè k ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿, ãäå 1 ≤ k ≤ n − 1, ÷åòíîãî ìíîãîóãîëü-

íîãî îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi−1 − (w, vi) äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ 1 = b0i−1(M) = b0i−1+k(F ) = b0i−1+k(M) = b0i−1+2k(F ) = b0i−1+2k(M)

= · · · = b0i−1+lk(F ) = b0i−1+lk(M), ãäå l = 1, 2, 3, · · · , òàê êàê bj = bj+k, ãäå

0 ≤ j ≤ n − 1, j 6= i − k − 1, i − k, ïî óñëîâèþ òåîðåìû 2.8 äëÿ âñåõ âëîæå-

íèé ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿. Ïðè l = 2n ïîëó÷àåì, ÷òî 1 = b0i−1(M) = · · · =

b0i−1+2nl(F ) = b0i−1+2nl(M) = b0i−1(M) = 0, òî åñòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Â

ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà çíà÷åíèÿ k, ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíî èç n âëîæåíèé

¾ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå¿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô

H − vi−1 − (w, vi) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íè îäíî èç âëîæåíèé ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿
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÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàôH−vi−1−(w, vi)

íå âûïîëíÿåòñÿ. Äàííûé ôàêò äîêàçûâàåò àíàëîãè÷íî âûøåîïèñàííîìó ñëó-

÷àþ âëîæåíèÿ â ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi+1 − (vi, w), â ñèëó òîãî, ÷òî

êîëè÷åñòâî íóëåé è åäèíèö â ñîîòâåòñòâóþùåì áóëåâîì âåêòîðå îñòàåòñÿ òà-

êèì æå. �

Ïðèìåð. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ÒÍÐ äëÿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî

îðãðàôàM , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.16, b(M) = 0001. Îðãðàô H, èçîáðàæåí-

íûé íà ðèñ. 2.20, ïîñòðîåííûé ïî ðåöåïòó òåîðåìû 2.9, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÒÍÐ

äëÿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.16.
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Ðèñóíîê 2.20. ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíûé îðãðàôà M ïî ðåöåïòó òåîðåìû 2.9
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Ðèñóíîê 2.21. Àëüòåðíàòèâíûé ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M
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ÒÍÐ äëÿ íåêîòîðîãî ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà, ïîñòðîåííîå ïî ðå-

öåïòó òåîðåìû 2.9, ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì ÒÍÐ äëÿ ýòîãî ÷åòíîãî ìíî-

ãîóãîëüíîãî îðãðàôà â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ÷åòíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà

M , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.16, ñóùåñòâóåò åùå îäíî ÒÍÐ, èçîáðàæåííîå íà

ðèñ. 2.21. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíî íå èçîìîðôíî ÒÍÐ, ïîñòðîåííîìó ïî òåîðåìå

2.9 è èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 2.20, òàê êàê â íåì íåò èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ, à â

ÒÍÐ íà ðèñ. 2.21, âåðøèíà v2 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, à âåðøèíà v1 � ñòîêîì.

6. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ

äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÒÍÐ äëÿ

ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ, êàê ÷åòíûõ, òàê è íå÷åòíûõ, èìåþùèé àñèìïòîòè-

÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(n3) (ñì. [A11]).

Àëãîðèòì 2.5. Äàí ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M = (Z, γ). Ïîñòðîèì åãî

ÒÍÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äîáàâèì ê M âåðøèíó w.

2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ Z äîáàâèì äóãè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� åñëè v ∈ Z ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, òî äîáàâèì äóãó (v, w);

� åñëè v ∈ Z ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, òî äîáàâèì äóãó (w, v);

� åñëè v ∈ Z, òàêàÿ ÷òî d+(v) = 1 è d−(v) = 1, òî äîáàâèì äóãè (v, w) è

(w, v).

Îðãðàô, ïîñòðîåííûé ïîñëå âûøåîïèñàííûõ ïóíêòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåçH0 =

(W,β0). Ïîëîæèì k = 0;

Åñëè n ≡ 0 (mod 2), òî åñòü ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì,

òî çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà, òàê êàê ïîñòðîåííûé îðãðàô H0 ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì ÒÍÐ. Èíà÷å, â ñëó÷àå n ≡ 1 (mod 2), ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ïóíêòó àëãîðèòìà.

3. Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû vi, èìåþùèå ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà,

ðàâíûå 1, d+(vi) = 1 è d−(vi) = 1, â ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M , â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ èõ èíäåêñîâ.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
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Ðèñóíîê 2.22. Èëëþñòðàöèÿ ï. 3 àëãîðèòìà 2.5

åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà vi ∈ Z â ïóíêòå 3 èìååò ñòåïåíü èñõîäà è ñòå-

ïåíü çàõîäà, ðàâíûå 1, òî ∃vi−1 ∈ Z : (vi−1, vi) ∈ γ è ∃vi+1 ∈ Z : (vi, vi+1) ∈ γ
(ðèñ. 2.22). Òàêæå, ïî ïîñòðîåíèþ â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 2.5, âåðøèíà vi ñî-

åäèíåíà ñ âåðøèíîé w äóãàìè (vi, w) è (w, vi). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé À: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk − vi−1 −
(w, vi). Ñòðîèì îðãðàô Hk+1 = (W,βk+1), òàêîé ÷òî Hk+1 = Hk − (w, vi),

βk+1 = βk − (w, vi). Äàëåå àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Ñëó÷àé B: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk − vi+1 −
(vi, w). Còðîèì îðãðàô Hk+1 = (W,βk+1), òàêîé ÷òî Hk+1 = Hk − (v, w),

βk+1 = βk − (vi, w). Äàëåå àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Ñëó÷àé C: ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M íå âêëàäûâàåòñÿ íè â îðãðàô Hk −
vi−1−(w, vi), íè â îðãðàôHk−vi+1−(vi, w). Íå ïðîèçâîäèì íèêàêèõ äåéñòâèé,

ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå â ïóíêòå 3;

Êàêèì ñïîñîáîì âû÷èñëèòåëüíî áûñòðî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâå-

ðèòü âëîæåíèå ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â îðãðàô Hk − vi−1 − (w, vi) èëè

â îðãðàô Hk − vi+1 − (vi, w), ïîäðîáíî îïèñàíî íèæå.

Ïîñëå òîãî, êàê âñå âåðøèíû ðàññìîòðåíû, àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðà-
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áîòó. Ïîñòðîåííûé îðãðàô Hk èç îðãðàôà H0, ãäå k � ýòî êîëè÷åñòâî äóã,

óäàëåííûõ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðà-

ôà M .

Ïðîâåðêà âëîæåíèÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â îäèí èç ïîäãðàôîâ îð-

ãðàôîâ Hk − vi−1− (w, vi) èëè Hk − vi+1− (vi, w) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ∃vi−1 ∈ Z : (vi−1, vi) ∈ γ è ∃vi+1 ∈ Z :

(vi, vi+1) ∈ γ è ïî ïîñòðîåíèþ â ïóíêòå 2 àëãîðèòì 2.5, âåðøèíà vi ñîåäèíåíà

ñ âåðøèíîé w äóãàìè (vi, w) è (w, vi). Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.

2.22. Íà íåì èçîáðàæåíû âåðøèíà vi, òàêàÿ ÷òî d+(vi) = 1 è d−(vi) = 1 â ìíî-

ãîóãîëüíîì îðãðàôå M , âåðøèíû vi−1 è vi+1, ñìåæíûå ñ âåðøèíîé v, à òàêæå

âåðøèíà vi−2 ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé vi−1 è âåðøèíà vi+2, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé

vi+1. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2.22, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèíû, îçíà÷àåò,

÷òî ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü êàê îäíà äóãà â ëþáîì èç íàïðàâëåíèé, òàê è

äâå äóãè, åñëè îäíà èç èíöèäåíòíûõ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé w. Åñëè ìíî-

ãîóãîëüíûé îðãðàôM âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk−vi−1−(w, vi), òî â îðãðàôå

Hk− vi−1− (w, vi) äîëæíà áûòü ÷àñòü F , èçîìîðôíàÿ ìíîãîóãîëüíîìó îðãðà-

ôó M . Òàêàÿ ÷àñòü F â îðãðàôå Hk − vi−1 − (w, vi) ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà

îäíîé èç äóã ìåæäó âåðøèíàìè vi−2 è w, äóãîé (vi, w), äóãîé (vi, vi+1), äóãîé

ìåæäó âåðøèíàìè vi+1 è vi+2 è îñòàëüíûìè äóãàìè ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà

M ìåæäó ïàðàìè åùå íå ðàññìîòðåííûõ âåðøèí. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îäíà

èëè äâå äóãè áûëè äîáàâëåíû ìåæäó âåðøèíàìè vi−2 è w, íàäî ïðîâåðèòü îä-

íó èëè äâå ÷àñòè îðãðàôà Hk− vi−1− (w, vi) íà èçîìîðôèçì ìíîãîóãîëüíîìó

îðãðàôó M .

×àñòü F îðãðàôà Hk− vi−1− (w, vi), ñàìà ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãîóãîëüíûì îð-

ãðàôîì, áóäåò èçîìîðôíà ìíîãîóãîëüíîìó îðãðàôó M òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà b(F ) = b(M). Ïîñòðîåíèå äâîè÷íîãî êîäà äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðà-

ôà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ 2n2 = O(n2) ïóòåì âûáîðà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

íàèìåíüøåãî äâîè÷íîãî âåêòîðà èç 2n êàíäèäàòîâ. Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðêà

âëîæåíèÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M è îðãðàô Hk − vi−1− (w, vi) îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ çà âðåìÿ O(n2).
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Òàêàÿ æå ëîãèêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåðêå âëîæåíèÿ ìíîãîóãîëüíîãî îð-

ãðàôàM â îäèí èç ïîäãðàôîâ Hk−vi+1−(vi, w). Åñëè ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô

M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk− vi+1− (vi, w), òî â îðãðàôå Hk− vi+1− (vi, w)

äîëæíà áûòü ÷àñòü F , èçîìîðôíàÿ ìíîãîóãîëüíîìó îðãðàôóM . Òàêàÿ ÷àñòü

F â îðãðàôå Hk − vi+1 − (vi, w) ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà îäíîé äóãîé ìåæäó

âåðøèíàìè vi+2 è w, äóãîé (w, vi), äóãîé (vi−1, vi), äóãîé ìåæäó âåðøèíàìè

vi−2 è vi−1 è îñòàëüíûìè äóãàìè ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M ìåæäó ïàðàìè

åùå íå ðàññìîòðåííûõ âåðøèí. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îäíà èëè äâå äóãè áû-

ëè äîáàâëåíû ìåæäó âåðøèíàìè vi+2 è w, íàäî ïðîâåðèòü îäíó èëè äâå ÷àñòè

îðãðàôà Hk − vi+1 − (vi, w) íà èçîìîðôèçì ìíîãîóãîëüíîìó îðãðàôó M .

Àíàëîãè÷íî, áóäåò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èçîìîðôèçì ìíîãîóãîëüíîãî îð-

ãðàôà M è îäíîé èëè äâóõ ÷àñòåé îðãðàôà Hk − vi+1 − (vi, w), ÿâëÿþùèõñÿ

ìíîãîóãîëüíûìè îðãðàôàìè, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà äîáàâëåííûõ äóã

ìåæäó âåðøèíàìè vi+2 è w.

v0 

v1 

v2 v3 

v4 

 

 

 

 

 

Ðèñóíîê 2.23. Ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M , b(M) = 00011

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà 2.5 äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà

M , èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.23, b(M) = 00011.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïóíêòîâ 1 è 2 àëãîðèòìà 2.5, ïîëó÷èì îðãðàô H0 =

(W,β0), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.24.

Â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5 áóäåò óäàëåíî äâå äóãè èç îðãðàôà H0: äóãà
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Ðèñóíîê 2.24. Îðãðàô H0 = (W,β0)

(v1, w) è äóãà (w, v2). Ïðè ðàññìîòðåíèè âåðøèíû v0 óäàëÿåòñÿ äóãà (v1, w),

òàê êàê ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M èçîìîðôåí ÷àñòè (Z + w − v0, {(w, v1),
(v4, w), (v3, v4), (v3, v2), (v2, v1)}) îðãðàôà H0 − v0 − (v1, w). Äàëåå ñòðîèì

îðãðàô H1 = H0 − (v1, w) è àëãîðèòì 2.5 ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ íèì. Ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè âåðøèíû v3 óäàëÿåòñÿ äóãà (w, v2), òàê êàê ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô

M èçîìîðôåí ÷àñòè (Z + w − v3, {(v4, v0), (w, v4), (v2, w), (v2, v1), (v1, v0)})
îðãðàôà H1−v3−(w, v2). Äàëåå ñòðîèì îðãðàô H2 = H1−(w, v2). Èç îðãðàôà

H2 óæå íåëüçÿ óäàëèòü íèêàêóþ äóãó áåç ïîòåðè ñâîéñòâà ðàñøèðåíèÿ.

Ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà 2.5 ïîëó÷èì îðãðàô H2 = (W,β2), èçîáðàæåííûé

íà ðèñ. 2.25, ÿâëÿþùèéñÿ ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M .

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.5. Îöåíèì àñèìïòîòè÷å-

ñêóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.5. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 2 àëãîðèòìà 2.5

ðàâíî O(n), òàê êàê â íåì àíàëèçèðóåòñÿ ñòåïåíü èñõîäà è ñòåïåíü çàõîäà

êàæäîé âåðøèíû vi ∈ Z ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M = (Z, γ) ïîðÿäêà n. Äëÿ

ðåàëèçàöèè ïóíêòà 3 äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi ∈ Z, íå ÿâëÿþùåéñÿ íè èñòî÷íè-
êîì, íè ñòîêîì, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îäíó èëè äâå ïðîâåðêè ìíîãîóãîëüíûõ

îðãðàôîâ íà èçîìîðôèçì. Èçîìîðôèçì ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ óñòàíàâëè-
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Ðèñóíîê 2.25. ÒÍÐ äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M

âàåòñÿ ÷åðåç àíàëèç èõ äâîè÷íûõ êîäîâ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðîâåð-

êè èçîìîðôèçìà äëÿ äàííîãî òèïà îðãðàôîâ ðàâíà O(n2), òàê êàê íåîáõîäèìî

èç 2n = O(n) äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà âûáðàòü ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûé. Òàê êàê òàêóþ ïðîâåðêó íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè

äëÿ íå áîëåå ÷åì O(n) âåðøèí, òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ

ïóíêòà 3 îöåíèâàåòñÿ, êàê O(n3).

Â èòîãå, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2.5 ñîñòàâëÿåò O(n3) äëÿ

íå÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ è O(n) äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðà-

ôîâ.

Òåîðåìà 2.10. Àëãîðèòì 2.5 êîððåêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðãðàô Hk = (W,βk), ïîëó÷åííûé ïîñëå

âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííîãî àë-

ãîðèòìà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû

2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ).

1. |W | = |Z|+ 1, òàê êàê Z = {v0, v1, ..., vn−1},W = {v0, v1, ..., vn−1, w}.
2. Î÷åâèäíî, ÷òî M ∼= Hk − w â ñèëó ïîñòðîåíèÿ â àëãîðèòìå.

3. Ïîñëå ïóíêòà 2, îðãðàô H0 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî
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îðãðàôà M . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âëîæåíèè φ : Z → (W − vi) ìíîãîóãîëüíîãî
îðãðàôà M â íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H0 − vi îðãðàôà H0, ïîëó-

÷åííûé óäàëåíèåì âåðøèíû vi, âåðøèíó vi îòîáðàçèì â âåðøèíó w, φ(vi) = w,

à îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàçèì ñàìè â ñåáÿ.

Äëÿ ÷åòíûõ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ íà ýòîì øàãå àëãîðèòìà 2.5 ÒÍÐ óæå

ïîëó÷åíî, òàê êàê ïîñòðîåíèÿ â ïóíêòàõ 1 è 2 àëãîðèòìà 2.5 ýêâèâàëåíòíû

ïîñòðîåíèÿì òåîðåìû 2.9. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, åñëè ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî íà ýòîì øàãå àëãîðèòì 2.5 çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

Ïîêàæåì, ÷òî â òå÷åíèå âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 3 àëãîðèòìà 2.5 êàæäûé îð-

ãðàô Hk = (W,βk) îñòàåòñÿ ðàñøèðåíèåì äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M .

Åñëè âåðøèíà vi ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5, òî â îðãðàôå Hk

ïðèñóòñòâóþò âñòðå÷íûå äóãè (vi, w) ∈ βk è (w, vi) ∈ βk ïî ïîñòðîåíèþ â

ïóíêòå 2, è â ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M áóäåò d+(vi) = 1 è d−(vi) = 1, òàê

êàê ∃vi−1 ∈ Z : (vi−1, vi) ∈ γ è ∃vi+1 ∈ Z : (vi, vi+1) ∈ γ. Äóãà (w, vi) èñïîëü-

çóåòñÿ òîëüêî ïðè âëîæåíèè φ : Z → (W − vi−1) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M
â îðãðàô Hk − vi−1, ïðè êîòîðîì vi îòîáðàæàåòñÿ â âåðøèíó w, φ(u) = w, à

îñòàëüíûå âåðøèíû îòîáðàæàþòñÿ ñàìè â ñåáÿ. Ïðè ýòîì (w, vi) íå èñïîëü-

çóåòñÿ ïðè âëîæåíèè φ : Z → (W − vj) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â ëþáîé

äðóãîé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô Hk − vj, ãäå vj ∈ W, j 6= i − 1. Òî åñòü, ïðè

óäàëåíèè äóãè (w, vi) ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M áóäåò ãàðàíòèðîâàííî âêëà-

äûâàòüñÿ â êàæäîé îðãðàô Hk− vj − (w, vi), ãäå vj ∈ W, j 6= i− 1. Ïðè ýòîì â

ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5 äóãà (w, vi) óäàëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíî-

ãîóãîëüíûé îðãðàôM âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk−vi−1− (w, vi) (Ñëó÷àé À).

Íî åñëè ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk− vi−1− (w, vi)

è âêëàäûâàåòñÿ â êàæäîé îðãðàô Hk−vj− (w, vi), ãäå vj ∈ W, j 6= i−1, òî îð-

ãðàô Hk− (w, vi) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM . Èìåííî

â ýòîì ñëó÷àå â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5 äóãà (w, vi) óäàëÿåòñÿ èç îðãðàôà Hk,

ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì 2.5 ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1 = Hk − (w, vi).

Àíàëîãè÷íî, äóãà (vi, w) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè âëîæåíèè φ : Z →
(W − vi+1) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M â îðãðàô Hk − vi+1. Ïðè ýòîì, îíà
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íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè âëîæåíèè φ : Z → (W − vj) ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M
â ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô Hk − vj, ãäå vj ∈ W, j 6= i + 1. Òî åñòü, ïðè

óäàëåíèè äóãè (vi, w) ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M áóäåò ãàðàíòèðîâàííî âêëà-

äûâàòüñÿ â êàæäûé îðãðàô Hk−vj− (vi, w), ãäå vj ∈ W, j 6= i+ 1. Ïðè ýòîì â

ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5 äóãà (vi, w) óäàëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíî-

ãîóãîëüíûé îðãðàôM âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk− vi+1− (vi, w) (Ñëó÷àé B).

Íî åñëè ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M âêëàäûâàåòñÿ â îðãðàô Hk− vi+1− (vi, w)

è âêëàäûâàåòñÿ â êàæäîé îðãðàô Hk−vj− (vi, w), ãäå vj ∈ W, j 6= i+1, òî îð-

ãðàô Hk− (vi, w) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôàM . Èìåííî

â ýòîì ñëó÷àå â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2.5 äóãà (vi, w) óäàëÿåòñÿ èç îðãðàôà Hk,

ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì 2.5 ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ îðãðàôîì Hk+1 = Hk − (vi, w).

4. (ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè). Äîêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé äóãè, èí-

öèäåíòíîé âåðøèíå w, èç îðãðàôà Hk = (W,βk), ïîëó÷åííûé îðãðàô íå áó-

äåò ðàñøèðåíèåì äëÿ îðãðàôà M = (Z, γ). Åñëè èç îðãðàôà Hk óäàëèòü äóãó

(vi, w), äîáàâëåííóþ â ïóíêòå 2 èç èñòî÷íèêà vi â âåðøèíó w, òî â ìàêñèìàëü-

íîì ïîäãðàôå Hk−vi+1−(vi, w) è â ìàêñèìàëüíîì ïîäãðàôå Hk−vi−1−(vi, w)

îðãðàôà Hk − (vi, w) âåðøèíà vi áóäåò èçîëèðîâàííîé. Åñëè èç îðãðàôà Hk

óäàëèòü äóãó (w, vi), äîáàâëåííóþ â ïóíêòå 2 èç âåðøèíû w â ñòîê vi, òî â

îðãðàôå Hk − vi+1 − (w, vi) è â îðãðàôå Hk − vi−1 − (w, vi) âåðøèíà vi áóäåò

èçîëèðîâàííîé. Ïîêàæåì, ÷òî èç îðãðàôà Hk òàêæå íåëüçÿ óäàëèòü íèêà-

êóþ äóãó, èíöèäåíòíóþ âåðøèíå v, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòî÷íèêîì, íè

ñòîêîì â ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå M . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò

ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ïðè óäàëåíèè êàêîé-òî ëèáî äóãè, èíöèäåíòíîé âåðøèíå

vi, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòî÷íèêîì, íè ñòîêîì â ìíîãîóãîëüíîì îðãðàôå

M , èç îðãðàôà Hk, ïîëó÷åííûé îðãðàô áóäåò ðàñøèðåíèåì äëÿ ìíîãîóãîëü-

íîãî îðãðàôà M . Â òàêîì ñëó÷àå äàííàÿ äóãà äîëæíà áûëà áûòü óäàëåíà â

ïóíêòå 3 â òå÷åíèå ðàáîòû àëãîðèòìà 2.5. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî. �

Â ÒÍÐ H äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà M ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü îò n

äî 2n äîáàâëåííûõ äóã, ò. å. äóã, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå w. Ïðåäëîæåííûé
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àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñåìåéñòâà ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ, íà êîòîðûõ

äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà äîáàâëåííûõ äóã, ãäå ïîä

âåðõíåé îöåíêîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ 2n äîáàâëåííûõ äóã, à ïîä íèæíåé � n

äîáàâëåííûõ äóã.

Òåîðåìà 2.11. Èç ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ êîíòóðû è òîëüêî îíè, èìå-

þò ÒÍÐ, ñîäåðæàùèå 2n äîáàâëåííûõ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî êîíòóðû èìåþò 2n äîáàâëåííûõ äóã â

ÒÍÐ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòóð Cn = (V, α) ïîðÿäêà n, òîãäà îðãðàô

H = (V ∪ {w}, β), òàêîé ÷òî H ∼= ÒÐ(Cn), ïîëó÷àåòñÿ èç êîíòóðà Cn äîáàâ-

ëåíèåì 2n äîáàâëåííûõ äóã, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå w.

Äîêàæåì, ÷òî îðãðàô H ∼= ÒÐ(Cn) ÿâëÿåòñÿ ÒÍÐ äëÿ êîíòóðà Cn = (V, α)

ïîðÿäêà n. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíå-

íèå âñåõ ïóíêòîâ òåîðåìû 2.1 (êðèòåðèÿ ÒÍÐ äëÿ îðãðàôîâ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå òðè ïóíêòà òåîðåìû 2.1 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ òðèâèàëü-

íûõ ðàñøèðåíèé.

Äîêàæåì ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè. Ïóñòü íåêîòîðîé äóãè (vi, w) ∈ β,

0 ≤ i ≤ n − 1, âõîäÿùåé â âåðøèíó w, íåò â îðãðàôå H. Ðàññìîòðèì ìàêñè-

ìàëüíûé ïîäãðàô H−vi+1− (vi, w) îðãðàôà H− (vi, w), òàêîé ÷òî H− (vi, w)

∼= ÒÐ(Cn) − (vi, w). Â ïîäãðàôå H − vi+1 − (vi, w) ïîëó÷àåì, ÷òî d+(vi) = 0,

â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü èñõîäà êàæäîé âåðøèíû êîíòóðà Cn ðàâíà 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, êîíòóð Cn íå âêëàäûâàåòñÿ â îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ

îðãðàôà H − (vi, w). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà äóãè (vi, w) ∈ β, âõîäÿ-
ùåé â âåðøèíó w, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ äóãà, âõîäÿùàÿ â âåðøèíó w, äîëæíà

ïðèñóòñòâîâàòü â ÒÍÐ äëÿ êîíòóðà Cn.

Ïóñòü íåêîòîðîé äóãè (w, vi) ∈ β, 0 ≤ i ≤ n − 1, âûõîäÿùåé èç âåðøèíû

w, íåò â îðãðàôå H. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô H − vi−1 − (w, vi)

îðãðàôà H−(w, vi), òàêîé ÷òî H−(w, vi) ∼= ÒÐ(Cn)−(w, vi). Â ïîäãðàôå H−
vi−1− (w, vi) ïîëó÷àåì, ÷òî d−(vi) = 0, â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü çàõîäà êàæäîé

âåðøèíû êîíòóðà Cn ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíòóð Cn íå âêëàäûâàåòñÿ â

îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðàôîâ îðãðàôàH−(w, vi). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
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âûáîðà äóãè (w, vi) ∈ β, âûõîäÿùåé èç âåðøèíû w, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ

äóãà, âûõîäÿùàÿ èç âåðøèíû w, äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü â ÒÍÐ äëÿ êîíòóðà

Cn.

Ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè äîêàçàíî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîíòóðû ïîðÿäêà n ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ìíîãî-

óãîëüíûìè îðãðàôàìè, â ÒÍÐ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 2n äîáàâëåííûõ äóã. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ìíîãîóãîëüíûé îðãðàô M ïîðÿäêà n íå ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì,

òî â íåì ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà v, ÿâëÿþùàÿ ëèáî èñòî÷íèêîì,

ëèáî ñòîêîì. Òîãäà ïî ñõåìå àëãîðèòìà ó íåãî áóäåò ñóùåñòâîâàòü ÒÍÐ, â êî-

òîðîì ìåíüøå, ÷åì 2n äóã, òàê êàê â ïóíêòå 2 ìåæäó âåðøèíîé v è w áóäåò

äîáàâëåíà òîëüêî îäíà äóãà.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî èç ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ êîíòóðû è òîëü-

êî îíè, èìåþò ÒÍÐ, ñîäåðæàùèå 2n äîáàâëåííûõ äóã. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îáùèé âèä ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ, â

ÒÍÐ êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ n äîáàâëåííûõ äóã, òî åñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå

êîëè÷åñòâî.

Òåîðåìà 2.12. Ìíîãîóãîëüíûå îðãðàôû ïîðÿäêà n, ãäå n - ÷åòíîå, ñ äâî-

è÷íûì êîäîì âèäà 0101..01, èìåþò ÒÍÐ, ñîäåðæàùèå n äîáàâëåííûõ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ ñ äâîè÷íûì

êîäîì âèäà 0101..01 ÿâëÿåòñÿ ëèáî èñòî÷íèêîì, ëèáî ñòîêîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ñõåìå àëãîðèòìà 2.5 â ïóíêòå 2, äëÿ òàêèõ îðãðàôîâ áóäåò äîáàâëåíî ðîâíî

n äóã, è âïîñëåäñòâèè íè îäíà èç n äîáàâëåííûõ äóã íå áóäåò óäàëåíà. �
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîäâåäåì èòîãè èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëÿåìûõ â äèññåðòàöèè. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâå îñíîâíûå òåìû è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåìà 1. Îïòèìàëüíûå ýéëåðîâû ðåêîíñòðóêöèè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

1. Îïèñàíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýéëå-

ðîâûõ ðåêîíñòðóêöèé îðãðàôîâ ìåòîäîì ïåðåîðèåíòàöèè, äîáàâëåíèÿ è óäà-

ëåíèÿ äóã. Äîêàçàíû òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ è

ïðèâåäåíû îöåíêè èõ àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

2. Íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòìû îïòèìàëüíûõ

ýéëåðîâûõ ðåêîíñòðóêöèé îðãðàôîâ (ñì. [A5]).

Òåìà 2. Ò-íåïðèâîäèìûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-

ôîâ.

1. Îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ

äëÿ öåïè. Äîêàçàíà òåîðåìà î êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà.

2. Îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ min(l,m) íåìèíèìàëü-

íûõ ÒÍÐ äëÿ çâåçäû Sl,m, íåèçîìîðôíûõ äðóã äðóãó. Îïèñàí ïîëèíîìèëü-

íûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÒÍÐ äëÿ çâåçä. Äîêàçàíà òåîðåìà î

êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ïîñòðîåíèè îäíîãî èç íåìèíèìàëüíûõ ÒÍÐ äëÿ îáú-

åäèíåíèÿ öåïåé. Îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíî-

ãî ÒÍÐ äëÿ îáúåäèíåíèÿ öåïåé. Äîêàçàíà òåîðåìà î êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà.

4. Äîêàçàíà òåîðåìà î ïîñòðîåíèè îäíîãî èç Ò-íåïðèâîäèìûõ ðàñøèðåíèé

äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îðãðàôîâ ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. Ïîëó÷åí ïîëè-

íîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ Ò-íåïðèâîäèìîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ìíîãîóãîëüíîãî îðãðàôà. Äîêàçàíà òåîðåìà î êîððåêòíîñòè ïðåäëî-

æåííîãî àëãîðèòìà è îöåíåíà åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü.
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